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El0szo

A logikai empirizmusrél sz616 kényvében Tuboly Adam Tamds idézi Carnap hires tolerancia elvét:

[A] tolerancia elve: Nem az a feladatunk, hogy tilalmakat vezessiink be, hanem az, hogy
konvenciokat dllitsunk fel.[. . .] A logikdban nincsenek lefektetett erkolcsok. Mindenki sajét kivan-
sdga szerint szabadon folépitheti a sajt logik4jat, vagyis a sajat nyelvformdjat. Minddssze annyit
varunk el, hogy amennyiben azt diszkusszié targyava kivédnja tenni, akkor az eljardsait vildgosan
meg kell fogalmaznia, és a filoz6fiai megfontoldsok [Erorterungen] helyett szintaktikai szabdlyokat
kell adnia.(Logische Syntax der Sprache 1934) ...Ez a neutrdlis attitid a nyelvek kiilonb6z6
filoz6fiai formadi irdnt, ami azon az elven alapult, hogy mindenki szabadon megvalaszthatja a
céljainak leginkabb megfeleld nyelvet, mindvégig ugyanaz maradt az életem soran. A Logical
Syntax-ban [6]a tolerancia elveként fogalmaztam meg, és még ma is tartom, példaul a platonista
vagy nominalista nyelveket érintd kortars vitdban. (Carnap Intellectual Autobiography 1963 in

[29]) [31]] p. 396 és 425

Carnap az ,,Empirizmus, szemantika és ontolégia” c. tanulmdnya végén is hasonlé szellemben fogalmaz:
,Legylink dvatosak az allitdsok megtételében és kritikusak vizsgdlatukban, de legyiink tolerdnsak a nyelvi
formdk megengedésében.” [[11]] p.324

Nehéz ezzel vitatkozni, hiszen a nyelvi forma rogzitése egyfajta széles értelemben vett definicid, amirdl
pedig tudvalevd, hogy vitatkozni értelmetlenség. Ahogy azonban a definicidknak, épp tigy a formadlis nyel-
veknek, melyek a filozoéfiai érvelés céljara alkalmasak, meg kell felelniiik bizonyos kovetelményeknek, hogy
azok lehessenek amik. Nem lehet barmiféle nyelvhasznalatot formalis nyelvnek tekinteni — Carnapot nyilvédn a
formadlis nyelvek érdeklik — és azon beliil, csak bizonyos kritériumoknak megfelel6 nyelveken fogalmazhatunk
meg kovetkeztetéseket — kivéve, ha a ‘kovetkeztetés’ fogalmadt teljesen parttalannd tessziik. E sorok iréja tobbet
is elvar. Kovetve Ruzsa Imre intencidit, egy formdlis nyelvet szemantikai interpretdcié nélkiil nem tekint
logikédnak, s6t azon feliil azt is elvarja, hogy minden fajta logika valamilyen értelemben magéba foglalja a

klasszikus logikat, akdr csak mint egy alesetet. Az itt kovetkezd {rdsok ezen a szemléleten alapulnak, €s az



utébbi negyven évben keletkeztek. Az utolsé harom irdsom magyar verziéjat nem taldltam meg, addig amig
megtaldlom, vagy leforditom, az angol nyelvii verziét illesztettem be. A Russell paradoxonrdl és a szemantikai
paradoxonokrél még nyolcvanas években irtam, a Yablo paradoxonrdl a kettdezer-tiz koriil. Amit a Russell
paradoxonr6l mondok, az puszta illusztracid, azt prébdlja szemléletessé tenni, hogy a ZF halmazelmélet mi-
képpen elimindlja a Russell ltal folfedezett ellentmondast. A halmazelmélet mas konstrukciéi masképp oldjak
meg a problémat, de a ZF halmazelmélet egyfajta kvazi szabvanynak tekinthet6. A szemantikai paradoxonok
elektronikus modelljeit miiszaki féiskolai tanulmédnyaim befolydsoltdk. Amikor megismerkedtem a matema-
tikai logikdval, a bevezet6 jellegli konyvek az igazsagfiiggvényeket bizonyos egyszeri digitalis aramkorokkel
illusztréltdk. De a digitdlis &ramkorok nagy része ennél joval bonyolultabb, mert visszacsatoldsokat tartalmaz.
Az a kérdés foglalkoztatott, hogy ez utébbiaknak is megfelel-e valami a filozéfiai logikdban vagy a logikaval
kapcsolatos problémdk, kérdések korében? A Yablo paradoxonnal kapcsolatos irdsaim bizonyos fejlédésen,
atalakuldson mentek keresztiil. Gondolatmenetem a vitdzék azon csoportjdhoz csatlakozik, akik szerint a para-
doxon a latszat ellenére onreferencidlis természetli. Ahogy én megfogalmazom a Yablo sorozatot az elsérendd
logika nyelvén, az lényegében azonos Thomas Forster megformulazasaval.[9] A ,,miért”-r6] fogalmazok meg
egyéni allaspontot, arrdl, hogy miért hibds a Yablo sorozat meghatdrozdsa. Amit errdl gondolok, az kozel
all Laurence Goldstein diagnézisdhoz [10]. A logikai levezetésekben Quine jel6lését alkalmazom, ahogy az
a “Logika moddszerei” c¢. konyvében [26], [28] megjelenik. (Nem ismerek ennél jobbat.) A sorok nevei a
bal oldalon taldlhaté zdréjelbe tett szdmok, az egyes 1épések magyardzatai a sorok jobb oldalédn taldlhatéak. A
csillagok egy megkezdett dj oszlopa, egy dj premissza felvételét jelenti, a csillagok hidnya pedig értelemszertien
tételt jelent.

Az eredeti szovegek stilusdn és szemléletén nem — vagy csak kisebb mértékben — véltoztattam, hiszen ez
teljes jra fogalmazasukat, djra gondoldsukat jelentette volna. Ugy gondolom, az alapgondolatok, a probléma

felvetések most is érvényesek.



1. fejezet

I. magyar nyelvil szovegek

1.1. Modellek matematikan innen és tual

Anyagi modellek

Mint a legtobb koznapi beszédben haszndlt kifejezés, a 'modell” sz6 is a képlékeny, sokértelmii szavak kozé
tartozik Kiilonféle dolgok kiilonféle kapcsolatat fejezziik ki a modell’ sz6 kiillonféle haszndlatdval. A
fest6 vagy szobrasz és modellje kozotti viszony ami rokon a mostani vizsgdlddas irdanyaval. Egy épiil6 va-
rosrész makettje és a majdan felépiilt varos kozotti kapcsolat, vagy egy hajémodell vagy modell vasit és
a hajoé vagy mozdony kozotti hasonldsdg az a reldcié ami kiindulépontul szolgdl. A planetdrium vagy a
mianyag csontvdz valamilyen szempontbdl hasonlit a Naprendszerhez illetve az emberi testhez, és az elbbiek
vizsgélata valamilyen szemponttdl célszerlibb, vagy az egyediili lehetGség, szemben az utébbi dolgokéval.
Példaul miel6tt a hajot megépitjiik, a modellje segitségével ellendrizhetjiik, hogy vajon tszni fog-e a vizen.
Azon kiviil megvizsgalhatjuk, hogy miképp médositsuk kissé a hajotest formdjat, hogy kisebb fogyasztissal
gyorsabban haladjon. A terepasztal segithet megérteni a palyaudvar forgalomirdnyitdsét, a Planetarium pedig
megmutathatja, hogy milyen égboltot l4ttak eleink kétezer évvel ezel6tt. A példdkon lathat, hogy miben és
miért hasonlit a modell a valdsdgra. Vannak azonban nem szemléletes hasonl6sagok is, melyek mégis fontosak.
Ilyen példaul, hogy egy adott tomeg(i meleged? test viselkedése, vagy rugdékbol, tomegekbdl 4ll6 rezgd rendszer
viselkedése hasonlit, és ez alapjan modelldlhatd, ellendlldsok, kondenzatorok és induktivitdsok, valamint az
elektromossagtan torvényeinek segitségével. Ennek a hasonlésdgnak a beldtdsa azon alapul, hogy a kiilonféle
fizikai jelenségeket leiré matematikai egyenletek struktirdja megegyezik. A megegyezés Ugy lathatd be, hogy
az elektromos és mechanikai vagy hétani fizikai jellemzdket kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetiink egy-

masnak. Ilyen médon pusztan az elektromos jelenségek vildgan beliil vizsgalddva elbre l1atjuk a mechanikai

"Eredeti megjelenés: Magyar Tudomény (2007. november): Modellek matematikan innen és til
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2 1. FEJEZET. 1. MAGYAR NYELVU SZOVEGEK

vagy hétani jelenségek lefolydsat. Ez sokszor jéval olcsébb €s egyszeriibb, mint az eredeti mechanikai vagy
melegedd rendszer tanulmanyozdsa. Az utébbi modellek mar nem szemléletesek, és nem is érthetSek kell§
matematikai miiveltség nélkiil.

Az eddigi példdkndl a modellek, és azok amit modelldlnak, egyarant él6lények vagy élettelen targyak
voltak. A 'modell’ szénak van azonban fontos mds értelm{i haszndlata is. Amikor arrdl tanulunk, hogy a
klasszikus mechanika és a specidlis relativitiselmélet egyardnt modellje az inercia rendszerekben torténé me-
chanikai mozgésoknak, csak az utébbi szélesebb sebességtartomanyban és pontosabban irja le az eseményeket,
akkor itt fizikai elméleteket tekintenek modellnek, nem pedig kézzelfoghat6 targyakat. Itt a modell egy szellemi
alkotds, egy matematikai struktdra fizikai értelmezéssel elldtva, mint olyan eszk6z, ami adott pontossaggal
segit elérelatni, hogy mi fog torténni a valdsdgban. Itt tehat a modell és a modellezett kozotti viszony, egy
matematikai nyelven megfogalmazott elmélet — azaz jelek struktirdja — és a fizikai jelenségek egy kore — azaz
a jeleken kiviili vildg — kozotti viszony. Ennek a viszonynak a forditottjat is haszndljuk. A szamitégépekben
és haztartasi gépekben hasznalt digitalis automatak olyan aramkoroket és kapcsol6 rendszereket tartalmaznak,
melyek koziil némelyeket ’logikai &ramkér’-nek neveznek. Az elnevezés alapja szintén egy hasonldsdg. Ezek
az dramkorok két kitiintetett dllapot alapjan miikodnek: magas és alacsony fesziiltségszint, illetve folyik vagy
nem folyik dram. A Kkitiintetett dllapotokat az igaz és hamis logikai értékeknek megfeleltetve miikodésiik hi
tilkorképe a matematikai logikdban haszndlatos igazsdgfiiggvényeknek, a bonyolultabbak pedig a matematika
egyik dganak, a véges automatdk elméletének. De nem csak a diszkrét dllapoti dramkorok tekinthet6k egyes
matematikai struktdrdk fizikai modelljeinek. Bonyolult differencidlegyenletek kozelité megoldadsat segitheti
a matematikai egyenlet modelldldsa anal6g szamoldgépek segitségével. 2005 tavaszdn nagy vita dalt a HIX
magyar nyelvi internetes férumon arrdl, hogy az ilyen analég eszk6zok szamitégépnek tekintheték-e? A mi
szempontunkb6l ez most mindegy. Ami Iényeges, hogy amikor anal6g rendszereket matematikai problémak
megolddsdnak a keresésére haszndlunk, akkor fizikai rendszereket tekintiink dgy, mint elméleti problémdk
modelljeit. Ez a helyzet akkor is, ha valamely kézgazdasdgtani elméletet, vagy tanitdsi mddszert kiprébalnak
a gyakorlatban, mieldtt széleskoriien bevezetik. Foglaljuk dssze egy tdbldzatban az eddigieket. A[I.1] tdbldzat
vizszintes sordban szerepel a modell anyagi (fizikai) vagy szellemi jellege, mig a fiiggSleges oszlopokban a

modelldland6 objektum anyagi vagy szellemi mivolta.

X modellje Y-nak Anyagi (é16 vagy élettelen) | Szellemi
Anyagi (é16 vagy élettelen) 1 1
Szellemi 1

1.1. tdblazat. Modell tipusok

Mint lathaté hdrom esetet vettiink sorra eddig, egy hely iiresen all.
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A tablazat nem tartalmazza a fejlett él61ények tulélést elGsegitd idegrendszeri haldzatat, mert ezek nem tuda-
tos emberi alkotdsok eredményei. Ugyanakkor ezek az idegrendszeri haldzatok is a kdrnyezet modelljeinek
tekinthet6k, mivel képesek a kornyezetben el6forduld, az él61ény szamdra fontos targyak, jelenségek osszefiig-
géseinek leképezésére.

Az él6lények, kiilonosen az ember €s az emberi gyakorlat alkotta teoretikus tudomany modellek segitségé-
vel ismeri meg a vildgot. Ezek a modellek a mindennapi élet és a tudomanyos gyakorlat rostdjan hullanak
ki vagy akadnak fenn tovabbi felhaszndlds végett, de soha nem azonosak a valésdggal. Taldn Kant volt
az elsd filozofus, €s utdna sokdig senki, aki ha mégoly archaikus nyelven és csak homadlyosan, hasznalhat6
matematikai-logikai fogalmak és logikai formalis nyelv nélkiil, de megértette a modern elméleti tudoméanyok

modellalkot6 gyakorlatat. Az & a priori szintetikus itélet fogalmanak ez egy lehetséges értelmezése.

Modellek matematikan beliil

Végiil mar csak egy lehetdség maradt hatra a modellek és targyaik kapcsolatat tekintve, az, amikor a modell
is és annak targya is a matematika vildgan beliil marad. Ez az amit most néhany egyszerii példa segitségével

részletesebben is megvizsgalok.

Az egyszerliség kedvéért vegyiink egy mindossze haromelemd halmazt: H = {a,b, c} Képezziik e halmaz
osszes részhalmazainak halmazét, melyet jeloljink P(H)-val. P(H) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c},{b,c}, {a,b,c}}
Mint l4that6 éppen 8 részhalmazunk van, ami nem meglepd, mert 23 = 8. A részhalmazok halmaz4n megha-
tarozunk harom a halmazelméletbdl ismert miiveletet, nevezetesen az egyesitést: U , a metszetet:N , és a H-ra
vonatkoztatott komplementer halmazt: — . Utdbbi tgy is tekinthetd, mintha H-bdl kivonnank P(H) egy

elemét. Az alabbi[I.2] reftab:egyesites, [[.4] tdblazatok mutatjdk az osszes lehetséges esetet.

z 0 fa} | {0} | {c} |{a,b} | {a,c} | {bc} | {a,b,c}
-z || {a,b,c} | {b,c} | {a,c} | {a,b} | {c} {b} {a} 0

1.2. tablazat. Komplementer halmaz

Figyeljikk meg a kovetkezd érdekes osszefiiggéseket, melyek barmely x eleme P(H )-ra igazak: ) Nz = ()
00Uz =25 {a,b,c} Nz =x;{a,bctUx = {a,b,c}; 0 = {a,b,c}; 0 = —{a,b,c} A tdbldzatokkal

ellendrizhetd a kovetkezdk igazsdga is: -z Nz =0 ; -z Uz = {a,b, c}

tdblazat) igazsagfiiggvényekkel. Legyen I=igaz; H=hamis.
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4
U [0 ] {ar | {0} | { | {ab} | {a,c} |...
0 0 {a} {b} {ct | {ab} | {a,c}
{a} {a} {a} | {a,b} | fac; | {ab} | {a,¢
{b} {b} {a, b} {b} {b,c; | {a,b} | {a,b,c}
{c} {c} {a,c} | {bc} {et [ {abc} | {a,c}
{a.b} || {a,0} | {a,b} | {a,b} |{a,bc}| {a,b} |{a,bc}
{ac) | toc) | {ac) [{abd | {6d | {abe | {ad
O} | ) [fabel | (b | {het | {abe) | {abe]
{a,b,c} || {a,b,c} | {a,b,c} | {a,b,c} | {a,b,c} | {a,b,c} | {a,b,c}

1.3. tdblazat. Egyesités

’ N H(Z)‘{a}\{b}\{c}\{a,b}\{a,c}\{b,c}\{a,b,c}‘
0 0| 0 0 0 0 ) 0 0
{a} 0] {at]| 0 | 0 | {a} | {a} 0 {a}
oy O] 0 [{or] 0 | {v} 0 {o} {o}
fcb 1O 0 10 [{c}] 0 {ct | {c} {c}
{a,0} |0 {a} | {8} | O |{a,b} | {a} | {0} | {a,b}
fa,c} |0 {a} | 0 |{c}| {a} |{a,c} | {c} | {a,c}
{o.ct [0 0 [ {o} | {ct] {0} | {c} |{bc}| {bc}
fa,b,c} || 0| {a} | {6} | {c} | {a,b} | {a,c} | {b.c} | {a,b,c}

1.4. tablazat. Metszet

Az el6z6 példadhoz hasonld 6sszefiiggéseket taldlunk most is:
H&x=H;HVz=ux;l&r=x;IVae=1I;~H=1;H=~1
Itt is érvényes egy a kordbbihoz hasonl6 igazsag: ~ x Az = H;~ z V = = I. Konnyen beldthatd, hogy

az €l6z6 példaban szerepld ) jelnek itt a H, a a, b, c halmaznak az I, a —, U, N miiveleteknek pedig rendre a

~,V, & miveletek felelnek meg.

Nézziink egy ehhez hasonlé érdekes kapcsolatot az aritmetika és az igazsagfiiggvény logika kozott! Legyen
7 az egész szamok halmaza, A pedig atomi dllitdsok egy halmaza. Ezek olyan tovdbb mdr nem elemzett
kijelent6 mondatok, melyek rendelkeznek egyértelmi igazsagértékkel. Feltételezésiik hasonld szerepet jatszik
a logikdban, mint a pontok a geometridban. Legyen f egy A értelmezési tartomanyu és Z értékkészletli olyan

fliggvény melyre hdrom feltétel teljesiil:

1.5. tdblazat. Negicid
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R
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1.6. tablazat. Vagy kapcsolat

NmE
EEE

H
I

1.7. tiblazat. Es kapcsolat

A1l. minden atomi allitdshoz egy egész szamot rendel, de kiilonb6zé atomi mondatokhoz kiilonb6z6 szamokat

rendel;
A2. haegy p atomi 4llitds igaz, akkor és csak akkor a hozz4 rendelt x szdm ketténél nagyobb prim szdm:;

A3. ha p atomi mondathoz x szdm, a ¢ atomi mondathoz y szdm tartozik, és p-nek tagaddsa (negicidja) q,

akkor fenndll a kovetkez6 egyenl6ség: z =1 — y.

| Erték | Allitds | Briék | Az dllitds tagaddsa
—12 1#1 11 1=1
7 A ho fehér. -8 A ho6 nem fehér.
—4 Szokratész nem bolcs 3 Szokratész bolcs.
) Minden ember haland6. | —6 | Valamely ember halhatatlan.

1.8. tablazat. Mondatok értékelése érték = f(allitds)

Haszndlni fogom az egész szdmok halmazdn értelmezett *paros’ tulajdonsdgot, amit a *'modulo’ fiigg-
vénnyel fejezek ki. Ez a fiiggvény az egész szamok osztdsi maradékanak abszoltt értékét adja meg. Tehat
valamely x szdmra 1 = mod(z, 2) ha az x szdm pdratlan, és 0 = mod(z, 2) ha  paros. Ezek szerint a "hdrom’
szam és a “'minusz hdrom’ szam is egyforman pdratlan, tehdt 1 = mod(3, 2) és 1 = mod(—3, 2). Paros szdamok
esetén a kettGvel val6 osztdsi maradék nulla, tehdt 0 = mod(—12,2) és 0 = mod(4,2). A mindennapi életben
gyakran taldlkozunk a *modulo’ fiiggvény haszndlatdval. Ilyenek a hagyomanyos mutatés 6rak, vagy a hét
napjai illetve az évek honapjai. Az 6rak példdul az 6rdkban mért eltelt id6 tizenkett6vel vagy huszonnéggyel
valé osztasi maradékat mutatjdk, mig a hét napjai az id6tartam napokban mért sziméanak héttel valé osztasanak
felelnek meg.

Az allitaslogikdban haszndlatos igazsagfiiggvényeknek aritmetikai miiveleteket feleltetek meg, és az ennek
megfelelden leforditott formuldk értékelésekor nem igazsiagértékeket hanem egész szdmokat haszndlok. Az

’igaz’ és "hamis’ logikai értékeknek az egész szdmok pdratlan vagy péros tulajdonsdga felel meg, igaz=pératlan,
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hamis=péaros. Az igazsigfiiggvények aritmetikai forditdsakor csak néhdny elemi aritmetikai miiveletet haszné-
lok: 6sszeadds, kivonds, szorzds és a 'modulo’ fiiggvényt. Az alabbi tdblazat mutatja az igazsagfiiggvényeket

(logikai funktorokat) egy sorban a nekik megfeleld aritmetikai kifejezéssel.

Igazsagfiiggvények, Magyarazat Az igazsagérték aritmeti-
argumentumaik mon- kai megfelel6je, ahol p és
dat  paraméterekkel q értékei egész szamok le-
kitoltve hetnek.
~p Negici6 (a tagadds je- | mod(—1 x p —1,2)
le)
p&q Es kapcsolat mod(p x q,2)
pVyq Alternacié (megenge- | mod(1 + (p+ 1) x (¢ +
dé értelmii vagy) 1),2)
pVyq Kizédré értelmtéi vagy | mod(p + ¢, 2)
(vagy ...vagy...)
p—q Kondicionalis (ha | mod(1+p+pxgq,2)
...akkor...)
D g Bikondiciondlisn (ak- | mod(—1* (p+q) — 1,2)

kor és csak akkor)

1.9. tébl4zat. Aritmetikai forditds példak

Ha j6 ez a modell, akkor annak alapjdn barmely igazsdgfiiggvény formulat lefordithatunk aritmetikai
kifejezéssé, és igy a logikai igazsdgokbodl aritmetikai igazsdg vélik. Lassunk egy példat. Annak a logikai
igazsagnak, hogy 'pV ~ p’ az az aritmetikai 4llitds felel meg, hogy barmely p egész szdmra 1 — p? — p pératlan

szam. Ez dtalakitva azt kapjuk, hogy 1 — p x (p + 1) ami mindig pdratlan szdm.

Lattunk hdrom példat harom hasonld struktirara. Miben 4ll ez a hasonlésdg? A harom struktiraban harom

egymasnak megfeleld miiveletet talalunk:

Undris miveletek : =, ~, 1 — p Aki ismeri a lambda operator haszndalatit, annak az utébbit pontosabban

igy is kifejezhetjiik: Ap(—p — 1).

Bindaris miveletek: N, & , x

Bindris miveletek : U, vV, 1+ (p + 1) x (¢ + 1) Ut6bbi mtiveletnél megfelelne p + ¢ + p x ¢ is.
Taldlunk hasonlé elemeket is:

Egységelemek: {a,b,c}, I, 1

Zéruselemek: 0, H, 0
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Ezzel kolcsondsen egyértelmiien megfeleltettiik egymdsnak a példdkban szerepld alaphalmazokat és mi-
veleteket. Jeloljiik az egymésnak megfeleld undris és bindris miiveleteket rendre igy: /, A,V A zéruselemet és
egységelemet pedig igy: o, e. Ekkor azt mondhatjuk, hogy a Boole-féle algebrara adtunk meg harom példat,

ahol:

Boole algebra = (B, , A, V)

B ={o,e}ésbarmelyx € Brex Aa' =oészVa' =e
tovibbdx Ao =o0ésxVe=e

A,V kommutativ miveletek, azazx Ay =y Az ésxVy=yVax

azon kiviil mindkét miivelet disztributiv a masikra nézve:
cA(yVz)=(xAy)V(zAz)illetvezV (yAz)=(xVy) A(zVz)

A korabbi harom példa tehat egy-egy esete a Boole féle algebranak. A harom példdban szerepld miiveletek
egyforma eredményt adnak, ha eltekintiink az alaphalmazok egyedi sajatossdgaitl. Az ilyen mdédon szoros

hasonlésdgot mutaté struktirakat egymadssal izomorf struktirdnak nevezik.

Mire j6 mindez?

Py

A modellek lehetévé teszik, hogy kiilonféle nyelven fogalmazzuk meg ugyanazt a gondolatot. Amit nem értiink
az egyik nyelven, esetleg jobban megértjiikk a masikon. A bevezetésben emlitettem, hogy bizonyos dramkorok
tgy tekinthetdk mint egyes absztrakt matematikai struktirdk modelljei. Ilyenek a digitalis elektronika logikai
aramkorei. A kovetkezbkben ezeket fogom folhaszndlni fizikai modell gyanant. Két logikai rejtvényt vizsgalok
meg. Mindegyikhez szerkesztek egy digitélis elektronikai modellt, és folhaszndlom az iménti aritmetikai
forditast is.

A maga kordban nagyhatast kozépkori francia filoz6fustdl, Jean (John) Buridantdl (1300-1358) szarmazik

a kovetkezd rejtvény, melynek lényeg a kovetkezd

2 “Twelfth sophism: GOD EXISTS AND SOME CONJUNCTION IS FALSE
The twelfth sophism is *God exists and some conjunction is false’. Let us posit that this is written on the wall and that there exists no
other proposition than it and its parts. And then it is asked whether it is true or false. We argue as before: for if it is true, then it follows
that it is false; and if it is false, it seems to follow that it is true, for things are as it signifies, since its contradictory is false, namely
this: ’God does not exist or no conjunction is false’. Solution: we should say that it is false, and the argument is solved as before.
For although things are as it signifies according to its formal signification, yet, things are not as would be signified by the consequent
implied by it and the case, and, assuming it to be named by the proper name A, its contradictory would be this: "No God exists or no
conjunction is false or A is not true’. Similar sophisms could be formed concerning disjunctive propositions, as ’A man is a donkey or
some disjunctive is false’, positing that there is no other disjunctive; and the same goes for exceptive [propositions], as for example,
’Every proposition other than an exceptive is true’, positing that there are no propositions except this exceptive and two others, namely,
that God exists and that a man is an animal; and thus also with exclusives, as when Socrates says: *God exists’ and Plato says: *Only
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p = (p) Isten 1étezik.
q := (q) Sem (p) sem (q) mondat nem igaz.

Mit gondoljunk ennek a két mondatnak az igazsdgar6l? Vajon melyik igaz koziiliik?

A ¢ mondat ’vagy-nem’ kapcsolatot allit, mivel a 'nem p és nem ¢’ ekvivalens a 'nem (p vagy q)’ logi-
kai struktirdval. A vagy-kapcsolat egyik Osszetevdje egy létezési allitds, a masik Osszetevdje pedig a vagy-
kapcsolat onmaga. Kiilonds mondat ez, mert igazsdgértéke — ha egydltaldn van neki — 6nmagatdl is fiigg. Ezért
biztosan nem fordithaté le a szokasos logikai keretek kozott. A "vagy’ kapcsolat elobbi tagjat képviselje "p’, az
utébit pedig ’q’ formula. Tehat p := Isten l1étezik, ¢ := Sem az elsd, sem a masodik mondat nem igaz. Tehat
’p’ igaz ha Isten létezik, hamis mds esetben, és ¢’ igaz ha sem p sem ¢ nem igaz. Szemléletesen ezt Ggy
fejezhetjiik ki, hogy |¢| = |nem(pvagyq)|, ahol az azonossdg két oldaldn formuldk igazsagértékei (faktudlis

értékei) szerepelnek. Az alabbi elektronikai modell fejezi ki p és ¢ mondat logikai kapcsolatat (1.1)). dbra.

P

SeIn p Semn g

nem (p vagy q)

1.1. abra. Buridan Isten érve

Visszacsatoldssal modelldltam ¢ igazsdgértékének 6nmagitdl vald fiiggését. A p bemenet magas szinti ha
Isten 1étezik, a mésikra pedig az automata kimeneti dllapota keriil vissza. Ennek felel meg a "sem egyik sem
madsik nem igaz’ mondat. A vagy-nem igazsagfiiggvénynek a’(p+1) x (¢+ 1)’ az aritmetikai forditasa. Ekkor
a visszacsatoldst kifejezhetjikk egy formuldval. Legyen 'x = y’ kifejezés annak a jele, hogy mod(x,2) =

mod(y, 2), azaz vagy mindkettS pdros, vagy mindkettd paratlan. Ekkor az aritmetikai modell alapjan leforditva

Buridan istenérvét az aldbbi aritmetikai dllitast kapjuk: ¢ = (p+1) x (¢+1). Ennek csak akkor van megoldasa,

Socrates says something true’, and nobody says anything else. Other sophisms can also be formed about the fact that it is possible for
a proposition to be doubtful or not doubtful, known, or not known, believed or not believed.” John Buridan, Summulae de Dialectica
(Summulae), an annotated translation with a philosophical introduction by Gyula Klima, [13]], c. 8, p. 980.

Az aldbbi helyeken tovabbi részletek olvashatok:

http://www.seop.leeds.ac.uk/entries/buridan/

http://www.anoca.org/he/ass/john_buridan.html


http://www.seop.leeds.ac.uk/entries/buridan/
http://www.anoca.org/he/ass/john_buridan.html
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ha p pératlan, de q péros. Visszaforditva ezt az eredményt azt kapjuk, hogy p igaz, viszont ¢ hamis kell legyen,
madskiilonben ellentmondésba keverediink. Pontosan ez deriil ki az elektronikus modell kiprébalasaval is. Ha p

alacsony szint(i, akkor nem kapunk stabil kimeneti jelet, a kimenet felvdltva hol magas, hol alacsony szint(.

A kozismert hazug paradoxonnak tekintsiik az aldbbi megfogalmazasit:

A bekeretezett mondat hamis.

Vajon igaz-e amit a mondat 4llit? Ha igaz, akkor hamis, hiszen éppen ezt dllitja, ha viszont hamis, akkor az
ellenkezgje felel meg a tényeknek, és mégis igaz. Ezzel azonban visszajutottunk a kiindul6 ponthoz, és vég nél-
kiil korbe forgunk. A bekeretezett mondat tehat ha igaz, akkor hamis — hiszen ezt allitja — ha viszont elfogadjuk
az allitasat, hogy hamis, akkor az ellenkez6jét kell vegyiik, tehat igaz. Miképp modelldlhatnank ennek logikai
szerkezetét? Vegylink ismét egy fizikai modellt. A hagyomdnyos villanycseng6 a kovetkezé médon mikodik:
ha a vezetéken 4tfolyik az dram, a csengd karja meghtiz. Ha a cseng6 karja meghiz, megszakitja az dramkort,
kovetkezésképpen nem folyik 4t dram a vezetéken. Ha nem folyik at dram a vezetéken, a csengd karja elenged,
nem hiz meg. Ha viszont nem hiz meg, akkor zarédik az dramkor, és az atfolyd dram hatdsdra meghiz a relé.
Ezek szerint ha a csengd karja meghiz, akkor nem hiz meg, am ha nem hidz meg, akkor meghiz. Hasonl6an
miikodnek az inverterbdl visszacsatoldssal folépitett generdtorok is. Az inverter mindig az ellentettjét adja ki a
bemenetére keriilt jelnek. Ha magas szint keriil a bemenetére, akkor alacsony szintet ad ki, ha viszont forditva
a bemenete alacsony szint(, akkor magas szint(i a kimenete. Mindez természetesen idében lejatsz6do folyamat.
Mi torténik, ha az inverter kimenetét visszavezetjiik — egy jelkésleltetd tag kozbeiktatdsdval — a bemenetére?
Ekkor felvéltva hol magas, hol alacsony szinti kimengjelet kapunk, nem jon 1étre dllandé stabil allapot. Az
alacsony szintet a paros, a magas jelszintet a paratlan értéknek megfeleltetve, az inverter paros értékre paratlant
ad ki a kimenetén, és forditva, paratlan értékre parosat dbra).

A kordbbi példdhoz hasonléan itt is az igazsdgértéket meghatarozé ténynek tekintik magat az igazsagérté-
ket, egy szintre emelve azt, amirdl sz6] a mondat és a mondat értékelését. Ugy is szoktdk ezt mondani, hogy
nincs elvdlasztva ezeknél a példdkndl (paradoxonokndl) a targynyelvi és a metanyelvi szint. Visszacsatoljuk
a kimeneten 1év6 jelet a bemenetre, modelldlva azt, hogy a bekeretezett mondat igazsagértéke onmagatol
fuigg. Ezt az aritmetikai modellre forditva lathatjuk, a "hazug’-nak megfelel6 automatanak akkor lenne id6ben

konstans kimeneti 4llapota, ha taldlnank olyan egész szdmot amelyik péros is és paratlan. Csak ebben az esetben

tudndnk megmondani, hogy a bekeretezett mondat igaz vagy hamis.
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paratlan 1
paros 0
p _ nem p
Inverter

késleltetd

1.2. dbra. A hazug
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1.2. Véges automatak mint a leiras és realitas modelljei

Bevezetés

A kovetkez6 filozoéfiai vizsgdldédas azon alapul, hogy megkiilonbozteti a jelenlét, a torténeti id6, valamint
az igazsag létezési modjait. Ennek sordn az igazsig korrespondencia elméletérdl mutat be egy kibernetikai
modellt. Ez a modell elektronikus formdban miikodik is. Az elemzés sordn megemlitem, hogy milyen egyéb
irdnyban fejleszthet6 tovabb javaslatom. Gondolatmenetem Tarski alapgondolatait koveti, Kripke vagy Barwise
vonatkozé elméletére — illetve az ehhez kapcsol6do szitudcids logikdjara — az igazsag revizios elméletére (The
Revision Theory of Truth) nem tér ki. Viszont folhaszndlom az 4llitdslogika egy aritmetikai forditdsat, mint
egy nyelv modelljét, egy mdsik nyelven a leirds, a magyardzat dimenziéjdban maradva, majd ezt a forditdst
folhaszndlva az allitaslogika egy elektronikus modelljét is bemutatom. Ez egyszerfien egy tablazatkezel$
program hasznélatét jelenti. Ennek sordn ismertetem a (Mealy féle) véges automatdk elméletének alapgon-
dolatét, majd az igazsdg probléma megkdzelitését ebbdl a nézSpontbdl. Azért haszndlom ezt az utat a kérdések
elemzésére, mert egy filozo6fiai gondolatnak szamolé6tablazattal valé dbrazolasa példdja annak, hogy mi szamit
a XXI. szdzadban kozérthet6 magyarazatnak. A kibernetikai modell a maga valésdgdban nem része e szoveg
nyomtatott valtozatdnak. A modell mikodésének magyardzata, leirdsa nem maga a modell. Utébbi létmédja a
felhasznaldval val6 jelen idejt, €16, gyakorlati kapcsolat, és igy a mindennapi életben mul6 id6. Letolthetd az

internetroél:

http://ferenc.andrasek.hu/modellek/dim07_hun.xls

sz

A vilagnézetet artikuldlé mintak kozé tartozik minden esetben a vilagnézettel kapcsolatban 1évd szaktudo-
manyos héttér és értékrendszer. Az ezt alkot6 kdzosség altal begyakorolt nyelv és gondolkozdsmdéd meghaté-
rozza, hogy milyenek a megvilagosit6 erejli példak és magyardzataik, mely hasonlatokat (analdgidkat) képes
valaki megérteni, milyen gondolkoddi stilus esetén érez szimpatiat és mikor ellenszenvet, és akkor még nem is
emlitettem az eltér6 pszicholdgiai bedllitottsdgokat a képi vagy szdveg alapi gondolkodés tekintetében, illetve
a gondolkodés linedris vagy szertedgazd hajlamat. Egy magyardzatot akkor értiink, ha szdmunkra otthonos
nyelven fogalmazzak meg. Tegyiik fel, hogy az egyik jelenség csoport hasonlit egy masik jelenség csoporthoz,
és a mésikat leir6 szaktudomany modelljei lefordithatok az el6bbi jelenségkort leird szaktudomany nyelvébe.
Ha most valaki az elsé nyelvében jaratos, akkor szdmdra egy mdsodikbdl valé forditds a magyardzat, ha
viszont valaki a méasodik nyelvében mozog otthonosan, akkor szdmara az els6nek a masodikba valé forditasa a
magyarazat. Az, hogy ,,A vildg egy nagy 6éramii.” semmiképp sem azt jelenti, hogy éjszaka, ha kimegyiink a
kertbe a nagy csondben hallgatézva 6éra ketyegést hallunk, sokkal inkdbb arra utal, hogy az éra, ami egykoron

a legbonyolultabb emberi alkotds volt amelynek miikodését értettiik, célszeri modellje lehet a vildgnak. J6


http://ferenc.andrasek.hu/modellek/dim07_hun.xls
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magyardzat annak, aki szereti a mechanikéat, és kell6en taldlékony a mechanikai modellek készitésében és
alkalmazasdban, képes alkot6 mddon haszndlni mechanikai modelleket, de nem magyardzat annak, akinek
sokkal inkdbb egy mechanikus gép a probléma, és nem a csillagos ég. A bonyolult gép, ami egykoron az éram

volt, az mostansdg a szamitogép, a véges automata

Kai-Uwe Kiihnberger a korbeforgas jelenségérdl irt disszertacidjaban megvizsgalta a problémat a formalis és
természetes nyelvekben. Szdmos ismert és kevésbé ismert logikai rejtvény utdn a matematika, nyelvészet,
szamitastudomany, és a filozofiai érvelés teriiletérdl is bemutat példdkat a korbenforgas jelenségére. E példak
egy részét az altalam javasolt megkozelitésben is meg fogjuk vizsgdlni. Kiithnberger véleménye szerint nem
minden paradox szituicié sziikségszertien korbeforgd, és nem minden korbefogd jelenség paradox. Eppen
arra a kérdésre probal meg valaszt keresni, hogy a korbenforgds jelensége miért vezet némelykor paradox
eredményhez, némelykor meg nem. Szerinte egy entitds akkor korbeforgd, ha valamely szempontbdl nem
alapozhaté meg a matematikai jolfundaltsag kdvetelménye szerintﬁ Ugy véli azonban, hogy 6nmagaban azért
mert egy gondolat korbeforgd, még nem kell sziikségképpen elvetni. Csak akkor hibds szerinte egy korbeforgd

gondolat, ha azt lehetetlen j6l fundalt formdra 4talakitani. Sorra bemutatja a probléma legijabb megkozelitésit,

de a ’visszacsatolds’ elvének a problémaval kapcsolatos 6sszefiiggéseit nem vizsgéljaE]

1do és igazsag

Amig a tudomdnyos magyardzatokban az id6 csak egy a lehetséges paraméterek koziil, specidlis folyamat,
allapotok sorozata, melyhez més édllapotokat, eseményeket, folyamatokat hozzarendeliink, addig a mindennapi
életet atéljiikk az idében. Ezen a papiron egy tedria taldlhat6, mely id6tlen, de amikor valaki olvassa, az egy
torténés, az élet része. Minden lefrds és magyardzat egyben realitds is, de a papiroson 1étezd tudomédny nem
vallalkozhat mdsra, mint hogy magyardzat legyen. A jelek nem mozdulnak meg a papiron, a kor egyenlete nem
kerek, a mozgds matematikai leirdsa nem mozog. Ez az, amit képtelenek voltak folfogni a spekulativ filozéfidk.
Egy éllitds igaz vagy hamis mivolta nem tett, csak kimond4sa teheti azz4, és egy helyesen kigondolt gondolat
sem lesz kimondott kizarélag igazsiga folytan.

Egy elavult tudomdnyos magyardzat a szaktudds szdmdra értéktelen, mig a torténész szdmdra értékes

lehet. Ez azért van igy, mert a torténész figyelme nem az 4llitdsokra, hanem az allitdskimonddsokra, azok

3Tanulményom kordbbi viltozata megjelent az E-tudomany elektronikus folyéirat 2009/2 szdméban.

“Ez a kivetelmény a halmazelmélet széles korben hasznélt Zermelo-Freankel féle folépitésében azt garantalja, hogy egy halmaz
nem eleme 6nmagdanak, vagy két halmaz nem eleme kolcsondsen egymdsnak. A halmazelmélet ilyen folépitését a tovabbiakban *ZF’-el
jelolom. Peter Aczel kidolgozott egy olyan halmazelméletet, amely nem tiltja a halmazok 6nmagara valé korkoros hivatkozasat.

SKai-Uwe Kiihnberger ,,Formal frameworks for circular phenomena” (Possibilities of Modeling Pathological Expressions in Formal
and Natural Languages) Philosophische Dissertation, Universitidt Tiibingen - 20.07.2001, Osnabriick - 2002. LetolthetS az Internetrdl
err6l a cimr6l:
http://w210.ub.uni-tuebingen.de/dbt/volltexte/2002/477/pdf/Dissll.pdf


http://w210.ub.uni-tuebingen.de/dbt/volltexte/2002/477/pdf/Diss11.pdf
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P

koriilményeire, keletkezésiik magyardzatdra irdnyul. A tudomdanyos konyvek szélhatnak az idérdl, de a tedria,
melyeket felallitanak ez esetben is id6n kiviili. Egy kérdéskor torténete hasznos vagy egyenesen elengedhetet-
len feltétele lehet a megértésnek, de a vita torténete sohasem érvényes érv a vita tirgydban. Az igazsig nem
torténeti. A torténeti és az igazsdg dimenzidja Osszeolvasztdsdnak egyik esete volt az a marxista historizmus,
amelyik egy torténeti magyarazat egyediili igazsdganak feltételezésével, a kérdések és valaszok, az elméleti
problémdk és magyardzataik megismerési dimenzidjat beolvasztotta a torténeti dimenzidba. Ezek utdn levezette
a torténelembdl azt a vélaszt, ami igazolta ama torténeti levezetés helyességét, onmaga igazsagit. Ezért e
tedria, ha barmilyen elfajult formaban is, de a valdsdgos és valsdgos torténeti agensek részévé valt, logikus

kovetkezménye volt Gnmaganak.

A korbeforgd gondolkodds nemcsak az igazsdg és torténeti dimenzié 0sszemosdsdnak az esetén fordulhat
el6, hanem a jelenlét (a mindennapi élet) és a igazsdg (megismerési) dimenzié Osszemosdsakor is. A hazug
paradoxonhoz hasonlé mondatok latszolag olyanok, amikkel allitast tehetiink. Ha azonban ezt megkiséreljiik,
események olyan sorozatat kapjuk, ahol a mondat igazsagértéke véltoz6. Ugyanakkor a paradox mondatokat
képesek vagyunk megérteni. Teljesen ellentmonddsmentesen megértjilkk, hogy valahdnyszor igazsagértéket
tulajdonitunk ama nevezetes mondatnak, utdna az ellenkez6jére kell kovetkeztessiink. Azért vagyunk erre
képesek, és egydltaldn azért értjiikk meg a problémadt, mert az id6ben kiteritve, az idSben elmondva az antinémia
leirhat6 ellentmonddsmentesen. Egy allitds megtételének a ténye is megvaltoztathatja a vildgot, megvaltoztat-
hatja azt, amir8l az 4llitds sz6l. Igy akdr ugyanaz a mondat tobbszor elmondva més-mds igazsigfeltételekkel
rendelkezhet pusztidn csak attél, hogy mar elhangzott. E]Megértjiik a taldnyos mondatot, ha viszont valaki
teljes komolysdggal azt mondana nekiink a telefonba, hogy ,,meglatogatlak és nem latogatlak meg”, akkor
nem értenénk, hogy mit mond. A paradoxon viszont maga nem érthetetlen abban az értelemben, hogy arra
sz6lit f6l, oldd meg a problémat, keresd meg, hogy mi okozza az ellentmonddst, és sziintesd meg a forrdsat!
(Késdbb kitérek arra, hogy nem a logikai ellentmondas a legfontosabb jellemz§je a problémanak.)

Az egyén hirom dimenziéban éli az életét: a jelenlét (a mindennapi élet), a torténeti és az igazsag (a leirds,
magyarazat és elmélet) dimenzidiban. Ezek a dimenzidk, miként a tér sikjai, metszik egymast, és 1étiink egy

vonal ebben a térben[] A jelenlét (a mindennapi élet) ideje jelen id6, az atélt pillanat, a torténelem ideje

SEzért a kiegészitésért koszonettel tartozom Mété Andrdsnak.

"V.6: Roman Witold Ingarden, Time and Modes of Being. (ford. Helen R. Michejda) [[15] Amie Thomasson frja: ,,Most traditional
category systems, such as Aristotle’s, lay out a single dimension of categories supposed to be mutually exclusive and exhaustive.
Ingarden, by contrast, develops a multi-dimensional category scheme by dividing ontology into three parts: formal, material and
existential ontologies, corresponding to three distinct aspects that may be discerned in any entity (its formal structure, material nature,
and mode of being respectively). ...The ideal mode of being is a timeless mode of existence suitable for platonistically conceived
numbers; the real mode of being is that of contingent spatio-temporal entities such as the realist assumes ordinary rocks and trees to be
...” Amie L. Thomasson, ,,Roman Ingarden”, The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Spring 2004 Edition), Edward N. Zalta (ed.)
http://plato.stanford.edu/archives/spr2004/entries/ingarden/
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a jovo felé mutaté milé id6, mig a megismerés, az igaz és hamis dimenzidjdnak ideje egyfajta végtelenség,
orokkévalésag. Az igy kapott harom dimenziénak, és az azok kozotti relacionak hdrom nagy filozéfiai irdnyzat
felel meg: életfiloz6fidk, torténelemfilozofidk és tudomdényfilozofidk. A hdrom dimenzid vetiilete a megismerés
dimenziéjdban mint sajitos nyelvfilozéfia is megjelenik. A modern nyelvfilozéfia egyik megalapitéja irja
iskolateremtd alapmtivében: ,,El8szor a mondds kdzben végrehajtott dolgok egy olyan csoportjét kiilonitettiik
el, amelyet 0sszefoglaléan ugy jellemezhetiink, hogy lokucids aktust végziink. Ez nagyjébdl egyenértéki azzal,
hogy valamely mondatot bizonyos értelemmel és jelolettel mondunk ki, ami viszont nagyjabol egyenértéki
a ’jelentés’ hagyomdanyos értelmével. Masodszor azt mondtuk, hogy illokiiciés aktusokat is végziink, igy
tdjékoztatunk, utasitunk, figyelmeztetiink, felvéllalunk stb., vagyis a megnyilatkozdsoknak van bizonyos (kon-
venciondlis) ereje. Harmadrészt megval6situnk perlokicids aktusokat is: akkor, amikor valaminek a mondasa
révén valdésitunk meg vagy ériink el valamit, amikor meggy6ziink, elrettentiink vagy akar meglepiink vagy
félrevezetiink valakit. Itt a ’'mondatok hasznélatinak’ vagy a ’nyelvhasznalatnak’ harom, sét tobb kiilonb6z6
értelmérdl, vagy ha dgy tetszik, dimenzidjardl van sz6 ...” A megnyilatkozdsok lokiicids ereje, egyes
mondatok ismeretk6zl6 mivolta, az altaluk kifejezett igaz vagy hamis propozicié, nem mads, mint a megnyi-
latkozas vetiilete a magyardzat, a megismerés dimenziéjdban; a megnyilatkozas cselekvd ereje, az illokiicié
nem mads, mint a megnyilatkozdsok megjelenése a mindennapi 1ét dimenzidjdban; a perlokicids aspektus,
a megnyilatkozasok hatdsa, kovetkezménye, pedig nem mads, mint a megnyilatkozas lenyomata a torténeti
dimenziéban. (A hivé ember szdmdra Isten is hdrom vetiiletben, hdrom dimenziéban jelenik meg: mint a
jelen id6, a mindennapi 1ét része, mint az egyhazak istene, amely torténelem dgense, és legelvontabban mint a
teologia-filozéfia nehezen megragadhaté fogalma.) A nyelv alapvet6 célja nem az igazsagok gytijtogetése,
hanem a cselekvés. Az ismeretérték a ’tedd ezt ha igaz, és amazt ha hamis’ feltételes utasitis esetén bir
jelentdséggel a vald életben. Hasonld ez a programozasi nyelvek feltételes utasitdsaihoz, melyek szintén egy
megitélhetd tartalmd mondat igazsagatdl teszik fiigg6vé, hogy merre fusson tovabb, mit tegyen a szamitogép
program. Ebbdl a nézdpontbdl a programozdsi nyelvek teljesebben tiikrozik a ember és vildga kapcsolatat
mint a szimbolikus logikai nyelvek. Ezt a lehet6séget hasznaljak a ki a kovetkez6kben bemutatott automata

modellek.

Magyarazat és modell

Szoékratész: S mit gondolsz, Glaukén, ha valaki azt kérdezné t6liik: »Miféle szdmokrdl be-
sz@ltek ti, szerelmes bardtaim, ahol az egy olyan, amilyennek ti allitjatok: egyik a madsikkal

teljesen egyenld, koztiik a legkisebb kiilonbség sincs, s egyik sem oszthat6 részekre?«, vajon mit

8John L. Austin, Tetten ért szavak. [1 p-113.
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vélaszolndtok erre? Glaukon: Bizonydra azt, hogy 6k arrdl beszélnek, amirdl csak gondolkodni
lehet, és amihez semmiféle mds mdédon nem lehet hozzanyidlni. Szdkratész: Latod tehat, kedves
bardtom, valéban nagy sziikségiink van erre a tudomdnyra, ha egyszer a lelket arra szoritja, hogy

magéval a gondolkozdssal kozeledjék a tiszta igazséghozﬂ

A minket érdekl6 kérdés azonban nem az, hogy az ,.egy”’-nek vagy dltaldban az eszméknek van-e 6néllé
Iéte, hanem forditva, hogy lathatd, érzékelhetd dolgok lehetnek-e eszmék? Ha a kirdly jaték katondkkal
dbrazolta az elképzelt, vagy mar lezajlott csata lefolydsat, akkor ez milyen viszonyban allt a csata irdsba
foglalt tervével, vagy egy torténeti feljegyzéssel a csata lefolydsar6l? Vizsgaljunk meg egy planetariumot, egy
régebbi mechanikus csillagdszati modellt, egy emberi testet 4brdzold orvosi célokat szolgdld szobrot, régi és Uj
térképeket, foldgombot vagy egy hajé modelljét! Segitenek-e valaszt adni ezek a targyak bizonyos elméleti
kérdésekre? A hajé modellként valé6 megépitése nem teszi foloslegessé a szamitdsokat, a kettd kiegésziti
egymdst és nem tagaddsa a mdasiknak. Bonyolult differencidlegyenletek megolddsai megtaldlhatok anal6g
szamitogépekkel, vagy rugékbdl és tomegekbdl all6 komplikdlt mechanikai szerkezetek, vagy melegedés-
sel kapcsolatos jelenségek viselkedését is meg lehet jésolni elektronikus daramkorok viselkedésével. Minden
miiszaki egyetemen tanitjdk ezeket a hasonlésdgon alapul6 modelleketm Ezek az anyagi modellek vajon
magyarazatai-e a modelldlt jelenségnek? Lehet-e az egyik anyagi rendszer eszmei modellje egy masik anyagi
rendszernek? Véges automatdkkal illetve szamitégépekkel kiilondsen sok minden modelldlhatd, a kémiai
molekuldktdl kezdve egészen a gazdasigi folyamatokig.

Emlitettem kordbban, hogy a jelek nem elevenednek meg a papiron. De igaz-e ez az allitas akkor, ha a
jelek elektronikus formdban jelennek meg egy Internet WEB oldalon? Nem igaz. Ezeknek a fizikai illetve
szamitégépes modelleknek elény0s tulajdonsdga, hogy iddbeli 1étez6k, mozgdsra, valtozasra képesek, ellentét-
ben a holt bettikkel, s6t abban az értelemben is eleven 1étezdk, hogy vélaszolnak kiilsé hatdsokra. A formalis
diszciplindkban szdmos esetben alkalmaznak modelleket olyan mdédon, hogy egy bizonyos formadlis struktirat
egy masik modelljének tekintenek. Ennek célja sok esetben valaminek a bebizonyitdsa, mas esetben hasz-
nos gyakorlati alkalmazasa vagy kozérthet6bb nyelvre val6 leforditdsa. Most hasonl6 feladatra vallalkozom.
Egy véges automata modellel — ami jelen esetben egyszerlien egy szamitogépes tdbldzat hasznélatét jelenti —
szeretném vildgosabb4 tenni Tarski lapvetd gondolatait az igazsagrdl. Ugyanis filozéfiailag fontos elvards egy
magyarazattdl — jelen esetben az igazag korrespondencia modelljével kapcsolatban — hogy a kor minél szélesebb
olvaséi kore szdmdra legyen érthet6. Manapsdg a szdmitdgépes tdbldzatok hasznélata a legkdzonségesebb

dolognak szamit, igy amit annak segitségével lehet megmagyardzni, az egy vildgos és kozértheté6 magyarazat.

°Platén, Az allam. ford. Szabé Miklés, in Platén 6sszes miivei IL., Eurpa, 1984. pp. 474—480; 523a — 525b, [24]
10A kérdésrdl részletesebben lasd: Sziics Ervin, Hasonldsag és modell [§]]
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Mindkettd alapvet6 a filozofia céljat illetGen.

Mi a véges automata?

Természetes nyelven, egy kozos ismeretalapot elképzelve példdkkal, és egzakt matematikai formuldkkal is
bemutatom a fogalmat. Utébbira azért van sziikség, hogy a filozéfidban oly gyakori kérbeforgd meghatarozas
csapd4jat elkeriiljem.

A determinisztikus véges automatdk szemléletesen gy képzelhetSk el, mint olyan teljesen egyértelmiien
meghatarozott miikodésti gépek, melyeknek csak véges sok belsd és kiils6 dllapota van. Amennyiben az
allapotok szama kettd, ugy kétallapotd (digitalis) automatar6l fogok besz€lni. Ilyenek a digitélis dramkorok,
digitalis hal6zatok, vagy mds néven logikai dramkorok. A teljes meghatdrozottsdg azt jelenti, hogy a minden-
kori jelen id6hoz tartozé bemeneti és belsd allapotok egyértelmtien meghatarozzak a kovetkezd idéponthoz
tartoz6 kimeneti és belsd dllapotokat. Ebbdl lathatd, hogy diszkrét idében képzeljiik el a miikodésiiket, amit
a valésdgos automatdk elég j6l meg tudnak kozeliteni. Az automatdk ezen csoportjdba tartoznak a digitalis
szamitogépek vagy az automata mos6gép, de vasalét, a hiitészekrényt vagy a légkondicionalét célszer(ibb
analég szabdlyozdsnak tekinteni és nem véges automatdnak, mivel lehetséges dllapotaik szdma nem véges.
Viszont a zsebszdmoldgépek szintén véges automatdk, és a véges memoriatdl eltekintve gy is tekinthetdk,
mint aritmetikai miveletek fizikai modelljei. Az ilyen automatdk absztrakt matematikai elméletét a miisza-
ki gyakorlat igényei jelentSsen befolyasoltik. Ennek megfelel6en egy fizikailag 1étezd automata miikodése
tobbféle szempontbdl is osztilyozhatd, és tobbféle absztrakt automata fizikai megvaldsitdsdnak, modelljének
is tekinthetd. ,,Az, hogy egy a gyakorlatban eléfordulé automata determinisztikus vagy sztochasztikus-e, nem
annyira az automatan mulik, inkabb attdl fiigg, hogy, hogy milyen modellt haszndlva, milyen néz&pontbdl,
milyen fokd pontossigra torekedve, irjuk le az automata mfikb'dését.’E] A tovédbbiakban olyan automatdkkal
foglalkozom, amelyekrdl feltételezhetS, hogy az els6 (kezdeti) allapotot kovetSen teljesen determinisztikusan
miikodnek, és bemeneti, kimeneti valamint belsé dllapot jellemz6ik csak véges sok diszkrét dllapotot vehetnek
fol. Ezek az automatdk diszkrét id6pontok sorozatdban valtoztatjdk meg allapotukat, és az automata barmely
jelen idépontban adott allapotleirdsa — a bemenetek és bels6 allapotok értékei — két, az automatéra jellemzd
fliggvény segitségével teljesen meghatdrozzak a kimenetek kovetkezd diszkrét id6ponthoz (litemhez) tartozé

2 oz

allapotdt. A bemenetek, kimenetek és belsé dllapotok egyazon id6ponthoz tartozé sorozatai helyett réviden
’bement’-r6l, "kimenet’-rdl €s *belsé allapot’-rél fogok beszélni. Szokas ezeket bemeneti, kimeneti valamint
belsé 4llapot vektornak is nevezni arra utalva, hogy értékek sorozatait vizsgdljuk. A miszaki gyakorlatban

bemeneti és kimeneti ’jel’ a szokdsos elnevezés, mostani filoz6fiai céljainknak azonban jobban megfelelnek

"Bagyinszki Janos, Véges automatik (Addm Andrds és Katona Gyula elGaddsai alapjan), (1972) Az MTA Matematikai Kutat6
Intézete ,,A szamitastechnika alapjai” c. tanfolyamdnak jegyzete. Bp. bevezetés IX.o. A példa is ebbdl a konyvbdl valé.
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a ’jellemzd’ és ’allapot’ terminusok. Miel6tt tovdbb haladnédnk, fogalmazzuk meg az eddigieket pontosabb

matematikai nyelven is.

Legyenek X, A és Y egy véges automata 6sszes bemeneti, belsd és kimeneti dllapotainak halmazai. Ezek
egy tetszbleges elemét rendre x, a, és y jelekkel jelolom. Az (A, X,Y,d,~) algebrai struktdrdt Mealy-féle
automatdnak nevezem, ahol X, A és Y nem iires halmazok. A°’d = Ax X — A’ ésa’vy=Ax X =Y’
fuggvények az A és X halmazok Descartes szorzatan definidlt fiiggvények, amelyeket rendre belsé allapot-
fliggvénynek, illetve kimeneti fiiggvénynek nevezem. Az automata az x bemend dllapot (bemend jel) hatdsara

a jelenlegi a (belsd) dllapotbdl dtmegy az a’ = d(a, x) dllapotba és kdzben 3’ = 7(a, 2) kimend jelet ad ki.

Felteszem, hogy a ¢ és v fiiggvények minden (a,x) parra értelmezve vannak. Megadom az automata
kezdeteli, inicidlis dllapotat. Mealy féle automatdk esetén — mint amilyeneket most targyalunk — az automatanak
csak az inicidlist kovet6 dllapotdban van kimeneti dllapota. Feltételezziik, hogy valamilyen bemeneti 4llapot
sorozatra az automata az 6sszes belsd €s kimeneti allapotot legaldbb egyszer folveheti. Roviden, nincsenek
folosleges elemei az A é€s Y halmazoknak. Az ilyen automatdkat inicidlisan sszefliggd automatdknak nevezik.
Ezeknél barmely allapot elérhetd a kezdd allapotbdl véges szami bemend jel alkalmazdsaval. Ha X — a
bemenetek halmaza — egyelemd, akkor az automatat ’generator’-nak fogom nevezni. Ilyenkor X halmazt el
is hagyhatjuk, mivel az automata viselkedésétad = A — Aésay = A — Y fiiggvények leirjak. A generator-
nak tekinthetd automatik bemeneti hatdsoktdl fiiggetleniil hoznak 1étre kimeneti dllapotokat (jelsorozatokat).
Kombindciés halézatnak (vagy automatanak) nevezem az olyan automatat, amely egyediil a bemenet és kimenet
kozotti fliggvénnyel teljesen leirhatd. Ilyen esetben is alkalmazhatéad = A x X — Aésay=Ax X —» Y
fiiggvények alkotta leiras olyan médon, hogy a belsé dllapotok A halmaza egyelemi. Generatornak tekinthetd
mind a mechanikus mind az elektronikus dra, kombindciés hédlézatnak tekinthetd a villanykapcsold és ldmpa,
elsé megkozelitésben egy jol miikodd autd vezetése alacsony sebességgel, a televizié az antenna jelek felSl
nézve, a zongora a leiitések és hangok Osszefiiggésében, és dltaldban a klasszikus mechanika targyait leird
formuldk j6 része. (Pl. egy stly hatdsdra gyorsuld kocsi, ahol a bemenet a suly és a kocsi tomege, kimenet a
kocsi gyorsuldasa.) Kombinaciés halézatot alkotnak az elemi logikai funktorok (fiiggvények) miikodését szimu-
1416 automatdk is, amivel késdbb részletesen foglalkozom. Azokat az automatdkat amelyek nem kombindcids
struktirdjiak, sorrendi hdlézatoknak (néha sorrendi automatdnak) fogom nevezni. A legtobb automata a
mosogatogéptbl kezdve a riaszt6 rendszerig, még az egyszeri hagyomanyos villanycsengd is a miikodését
tekintve sorrendi halozat. A sorrendi halézatokat emlékez6 rendszereknek is nevezik, mert a kiilsé hatasokra a

kordbban ért hatdsok fiiggvényében valaszolnak. Egy egyszer(i példa sorrendi hdlézatra a kovetkez6. Legyen

A=A{a,b,c}, X ={x,2'},Y = {y,y'} és 0 valamint -y az aldbbi tdbldzattal megadott fiiggvények. Az
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tdblazat elss oszlopa a bemeneti dllapotok, a legfelsd sor a bels6 dllapotok halmazét tartalmazza, a tobbi helyen
16§ érték a kovetkezd diszkrét idGpontban (iitemben) 1étrejové belss dllapotot mutatja. A[I.T1] tédbldzatban az
els6 oszlop a bemeneti allapotok, a legfelsd sor a bels6 allapotok halmazat tartalmazza, a tobbi helyen 1évé érték

egyazon diszkrét id6pontban (iitemben) 1étrejové kimeneti dllapotot mutatja. (Ennek az absztrakt automatanak

a miikddése tanulmanyozhat6 az elektronikus modellen is.)

Az olyan automatdkat, amelyek barmely allapotukat akdrhdnyszor folvehetik, ciklikus automatdknak neve-
zik, azokat amelyeknek viszont van olyan allapota amibdl csak kiindulni, vagy megérkezni lehet, nem ciklikus
(aciklikus) automatdknak nevezik. A keletkezd és elmiild targyak modelljei nyilvan nem ciklikus automatdk

lehetnek, ha a véges 1étiiket is dbrazolni akarjuk.

Az is nyilvanval6, hogy minden kombindcids struktirdji automata ciklikus, de
X |lc|lc|b

ha egy automata nem ciklikus, akkor nem lehet kombinaciés struktdrdji, hanem
xX||b|b|a

csak sorrendi hél6ézat. Pontosabb, mélyebb elemzésben a targyak mindig sorrendi

1.10. tablazat. Belss alla-

pot tabldzat struktdraként viselkednek, és a diszpozicids tulajdonsdgok is inkdbb sorrendi

héalozatként értelmezheték és nem kombindcids automataként.

A véges automatdk mostani felosztdsa egy lényeges ponton még tovabbi
finomitdsra szorul. A kombindcids struktirdji automatdk viszonylag egyszer(ien leirhaték lennének a be-

menet és kimenet kozotti fliggvénykapcsolat megaddsaval. A belsé dllapotok figyelembe vétele kombind-

ciés automatdk esetén pusztan azt a filozéfiai szempontot hangsilyozza, hogy ezek is idében miikddnek.

Ezzel szemben az automatdknak van egy masik csoportja, a sorrendi hilézatok,

vlalb|c melyek miikodése leirdsakor még technikai szempontbdl sem hagyhaté figyelmen
x|lylyl|y kiviil a bels6 allapotuk. Ezek ugyanis egy hatasra attdl fiiggden valaszolnak,
X lyly |y hogy éppen milyen bels6 éllapotban vannak. Vannak olyan sorrendi hdlézatok

il ) . 1s, melyek egy kiterjesztett értelemben szintén kombinacids struktarat alkotnak.
1.11. tablazat. Kimeneti y gy Kterjesz z ! Ukt

fuggvény Ezek miikodése olyan, hogy a bels6é allapotuk csak rovid tdvon befolydsolja
miikodésiiket, hosszabb id6 eltelte utdn mindig a bemenetek éltal egyértelmiien

meghatdrozott dllapotba keriilnek. Ezért ezek miikodése ebben a késdbbi dllanddsult allapotban a kombindcids

struktirdkhoz hasonldan leirhaté pusztidn a bemenet és kimenet kozotti fliggvény kapcsolattal.
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Igazsagfiiggvények és automatak

Azok a véges automatdk, amelyek az elemi logikai fliiggvényeknek felelnek meg kombinécids strukturdk.
Tébbek kozott ilyenek az ES kapu, VAGY kapu valamint az Inverter mint a tagadds megjelenitdje. Vizsgaljuk
meg részletesen az ES kaput. A mostani elemzés kis mértékben eltér attél, amit a logikai tankonyvek a modern
logika gyakorlati alkalmazdsdval kapcsolatban megemlitenek. Erre azért van sziikség, hogy kiemeljem ezen

automatak idében miikodé mivoltat.

d |a Az ES kapu az alidbbi médon frhat6 le (O=hamis, 1=igaz). Legyen A = {a}
00 | a , X = {00,01,10,11} , Y = {0,1} és & (belsd allapot) valamint v (kimenet)
01 |a az aldbbi tabldzatokkal megadott fiiggvények. Az elsé a bels§ dllapotokat megha-
10 | a taroz6 [I.12] tdbldzat. A baloldali oszlop a bemeneti dllapotok halmaza, a legfel-
11 | a s6 sorban 1év6 ’a’ jel az egyetlen belsd allapotot tartalmazza, a tobbi helyen 1€vé

112, t4blézat. Bel- értékek a kovetkezd diszkrét id6pontban 1étrejovd belsd allapotot mutatjdk. Ez az
s6 allapotok automata mindig egyazon belsd allapotban van, ezért az automata miikodése meg-

adhaté lenne belsd allapotokra valé hivatkozds nélkiil is. Az ES kapu kimeneti
értékeit mutatja a [I.T3] tdbldzat. Az els6 oszlop itt is a bemeneti allapotok halmaza, és a legfels6
sorban csak egyetlen bels6 allapot van a, ezért a kimenet fiiggetlen a belsé allapottél. A tobbi helyen

1évé 0 vagy 1 érték a kovetkezd diszkrét idGpontban (iitemben) létrejové kimeneti dllapotot mutatja.

Mint a tablazatokbdl lathatd, ha az automata magas és alacsony szintli kimeneti

Y | a allapotédt rendre az ’igaz’ és 'hamis’ logikai értékeknek feleltetjiik meg, akkor ezek
0010 a gépek fizikai modelljei egy logikai igazsdgfunktornak, az ES kapcsolatnak. Mivel
0110 a logikai tagadds és az ’és kapcsolat’ modelldlhaté véges automatikkal, és minden
1010 igazsdgfunktor kifejezhetd ezzel a két logikai mivelettel, ezért minden elemi logikai
1111 igazsdgfunktor modelldlhaté véges automatdkkal. (Mindaz, ami Wittgenstein Tractatusa

L13. téblézat. Ki- szerint megfogalmazhaté formalis logikai nyelven, véges automatakkal is modellalhato,
meneti dllapotok viszont forditva nem igaz!) Ebbdl kovetkezik, hogy barmely éllitds logikai szerkezetét

az allitaslogika szintjén kifejezi egy izomorf digitdlis dramkor, ahol a bemenetek a
formula atomi allitasainak igazsdgértékei, a kimenet az Gsszetett formula igazsagértéke, és a magas és alacsony
jelszintnek az ’igaz’ és hamis’ logikai értékek felelnek meg. A digitélis dramkor id6beli miikddése modelldlja

az 4llitds atomi GsszetevGinek egy-egy értékelését. Igy egy logikai ellentmondaést kifejez8 'p & p’ struktirdji

allitdsnak egy olyan dramkor (véges automata) a modellje, amelyik kimenete mindig alacsony szintli. Ezzel
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P

szemben egy logikai igazsdgot kifejezd "~ p V p’ struktirdju allitdsnak megfeleld automata kimeneti dllapota
mindig magas szintli. A ’kondiciondlis’ nevid igazsidgfunktornak is megfeleltethetd egy automata, ezért
automatdkkal a kovetkezmény reldci6 is vizsgdlhat6. Bonyolult esetekben ez indokolt lehet annak ellenére,

hogy a papiron ceruzdval torténd levezetése egyszer(ibb.

Szokdasosan csak az igazsdgfunktorok elméletének szoktak megfeleltetni dramkoroket, automatakat, de ez a
megfeleltetés tovabb is vihets. A funktorok — a hidnyos nyelvi kifejezések — automatanak is tekinthetdk, ahol a
bemenetek az argumentumok, mig a kimenet éllapota a fiiggvényérték.

Az[[.3] dbra egy olyan automatdt dbrdzol, amelyik kimenete 1 értékd, ha a bemenetei kozott fenndll egy

relacid, és 0 értékti mas esetben.

A kimenet=1 ha az egyik bemenetre kisebb jel keriil mint a

maésikra (x < y), és a kimenet=0 mds esetben. A bemenetek
X
= %<y értékei szdmok. E kétargumentumii predikdtum argumentumainak
¥y — a neki megfelel6 véges automata két bemenete, mig az argumen-
tumok szabdlyos kitoltésével kapott formula igazsdgértékének az
1.3. dbra. Funktor automata kimeneti dllapota felel meg

Nem minden kétdllapotd véges automata (logikai dramkor) te-
kinthetd igazsagfunktorok anyagi modelljének, ezzel foglalkozom a kovetkez6kben. Bemutattam, hogy
az igazsdgfunktorok egyszerlien dbrizolhaték olyan véges automatdkkal, amelyeket a digitdlis elektroni-
kaban és automatikdban ’logikai kapu’-nak neveznek. Emlitettem, hogy amit az egyszerd allitaslogika
képes kifejezni az allitdsok logikai struktirdjabdl, azt a neki megfeleld anyagi modell, véges automata
is kifejezi dgy, hogy az atomi allitdsok ’igaz’ és ’hamis’ szemantikai értékelésének az automata beme-
neti allapotai felelnek meg, a kimeneti allapot pedig az Osszetett allitds igazsagértékének. .4 éb-
ran lathat6, amihez késdbb nyelvi példat is adok: Kérdés, hogy meddig érvényes ez a megfelelés, ez
a hasonlésdg. Formuldkat igazsagfunktorokkal Osszekapcsolva ismét formuldt kapunk. Bar ezekhez a
nem atomi formuldkhoz is mindig van megfelel6 kombindciés automata, utébbiakkal nem ilyen egyszerd
a helyzet. Egy kombindcidés automatit egy mdsikkal Osszekapcsolva nem mindig kapunk kombindcids
automatat, még az is lehet, hogy semmiféle automatit — miikoddképes gépet, dramkort — nem kapunk.

Vannak ugyanis olyan igazsigfiiggvény elemekbdl felépitett automatdk, melyek miikodése nem igazsagfiigg-

vény, nem kombinicids automata és kifejezhetetlen az 4llitdslogika keretei kozott. (Ugyanakkor fejlettebb

ZRészletesen foglalkoztam ezzel ,.Szemantikai gépek” c. 1985-ben irt kéziratomban. Ilyen értelemben tekinti a funktorok
argumentumait gépek bemenetének Ruzsa Imre is a Bevezetés a modern logikdba c. konyvében. (2000) Osiris,Bp. p.22.
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bemenet

NOR kimenet
(vagy-nem)

1.4. abra. Buridan Isten érve

logikai apparatussal mar esetleg leirhatdk az ilyen struktirdk.) Egy ilyen véges automata a kovetkezd, amihez
késdbb nyelvi példat is adok. Amikor a[I.4] 4bran lathaté automatdnak a bemenete magas szintti, akkor a
kimenete a kdvetkez6 iitemben mindig alacsony szinti lesz. Ha viszont a bemente alacsony szintd, akkor nincs

allando értéke a kimenetének. Ilyenkor a kimenete folvaltva hol magas, hol alacsony szintd.

01011
01110
11010

1.14. tabldzat. Bels6 alla-
pot tébldzat
Mint lathat6 a belsd allapot miikodését leird [1.14], és a kimenetet megado

y(10 |1 [[.T5] tabldzat azonos. Ez azért van, mert a kimenet azonos a belsd dllapottal.
0/110 Ez az automata nem irhaté le a bels allapotok megaddsa nélkiil. Alacsony szintd
11010 bemenet esetén nincs a kimenetnek dllanddsult értéke, viszont barmelyik dllapotba

i . . van atmenet, ezért ez egy ciklikus rendszer. Eltér ettdl a abran lathat6 nem
1.15. tablazat. Kimeneti gy L3}

fliggvény ciklikus automata.

Tablazatok vagy fiiggvények megadasat mell6zve a miikodése a kovetkezd. Az
automata bemeneti dllapotai paros vagy paratlan szdmok lehetnek. Mindaddig, amig pératlan szdmok keriilnek
a bemenetére, addig a kimenete magas (1) szintd, ha viszont csak egyetlen egyszer is paros szam keriil a
bemenetére, akkor a kimenete az ellenkez6jére valt (0), és ugy is marad az id6k végezetéig. (Késobb erre is
adok egy nyelvi példat.)

Annak a pontos meghatarozasara, hogy mikor kapcsolhaték 6ssze egymadssal szabédlyosan a véges automa-

tdk, mit jelent egy ilyen Osszekapcsolds sordn a visszacsatolds, tovabbd, hogy mi az 4ltaldnos feltétele annak,
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A limenete IGAZ ha
paratlan szam keriil a
bemenet | hemenetére, mig paros | kimenet

— | szam esetén a AND

kimenete HAMIS (ES Kaji) kimenet

1.5. dbra. A kirdly mindig igazat mond

hogy a kombindcios szerkezetli véges automatdkbdl alkotott tjabb automata maga is kombindcios struktirdja
legyen — vagy ha nem is kombinécids struktirdji, de véges sok iitem utdn barmely megengedet bemeneti
allapotra a bels6 allapottdl fiiggetleniil egyértelmiien meghatdrozott kimeneti allapotot vegyen fol — nem térek
ki. Ezek bonyolult matematikai apparatust igénylé kérdések, és mostani célunkhoz elegend6 ha ezeket a
fogalmakat intuitivan értelmezziik. A minket érdekl6 kérdés az, hogy vannak-e olyan dolgok, jelenségek,
megnyilatkozdsok vagy elméletek, amelyek logikai struktdrdjat a fizikai modell — véges automata, illetve egy

digitalis rendszer vagy szdmitégépen futd alkalmazds — ki tudja fejezni, mikozben a klasszikus allitaskalkulus

nem? Miféle dolgoknak lehetnek a modelljei az ilyen sorrendi hdlézatok?

Nyelvi szintek

Emlitettem kordbban, hogy a mozgas leirdsa nem mozog. Tegyiik fol azonban, hogy a leirds egy olyan
elektronikus dokumentum része, amely rovid mozgdkép betéteket tartalmaz. Vajon egy ilyen elektronikus
dokumentum mozgdst tartalmaz6 része tekinthetd-e a mozgds magyardzatdnak? A papiron még sok més sem
szerepelhet. Egy konyv lapjain nem eshet a hé. Ha meg akarjuk magyardzni egy elmélettel a hoesés és egy
réla szdl6 leirds kapcsolatdt, akkor valamiképp a hdesést is és a réla szol6 leirdst is meg kell jelenitsiik a
papiron, és meg kell adjuk a kett§ kozotti kapcsolatot is. A hdesést a papiron épp igy mondatok fogjak
képviselni, mint a réla sz6l6 beszamol6t, bar a két fajta mondat mas-mas dimenzié polgira. Az els6 egy
id6ben 1étez6 esemény képviselSje a papiron, a mdsodik a magyardzatok és leirdsok — az igazsag — id6n kiviili
vildganak (dimenzidjanak) a polgéra. Ezt a kiillonbséget fejezi ki a Tarski altal bevezetett tirgy nyelv-metanyelv
megkiilonboztetés. A metanyelvi szint jeleniti meg a papiron az eseményeket, folyamatokat — a jelenlét, a min-
dennapi élet dimenzi6jat — L, targynyelv pedig lefrja az eseményeket, folyamatokat. Utébbi atomi mondatai
eseményekhez, folyamatokhoz valé viszonydt a metanyelv szintjén irjuk le. Az eseményeket, folyamatokat

megjelenité metanyelvi részt Lg-nak nevezem, mig magat a metanyelvet Lo-nek. Lo-nek nyilvan része Ly. Az
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[[.T6 tabldzat mutatja, hogy egy egyszerii véges vildg és a réla sz6l6 beszdmolé miként dbrdzolhaté nyelvi

szintek segitségével:

Ly nyelven — targy nyelvi szinten — | Metanyelvi szinten L nyelven jelenit-
allitdsokat fogalmazunk meg W vildg- | jik meg W vildgot és annak torténe-
rél, és egy fiiggvény megadja a nyelv | tét. Ezt a nyelvet nem interpretaljuk
atomi mondat paramétereinek interpre- | formalisan, csak szébeli magyarazatot
ticigjat, azaz a paraméterek faktudlis | fiziink hozza. Ly része Lo nyelvnek.
értékét.
Metanyelvi szinten (Lo nyelv) kapcsolatokat (relaciokat) adunk meg L; me-
tanyelvi forditdsa és L elemei kozott, és L; mondatai neveinek segitségével
meghatarozzuk az igazsadg L,-ben érvényes fogalmat.

1.16. tdblazat. Targy nyelv — metanyelv

,»A ho fehér”” mondat — Tarski egyik példamondata — kevéssé szerencsés, mert legalabb annyira tudésit a
nyelvhaszndlatrél, mint egy tényrdl. Ennek belatdsdhoz elég ha felidézziik azt a mondatot, hogy ,,H6fehérke
bdre olyan fehér volt mint a h6.” Mindenesetre e fizikai jelenséggel kapcsolatos mondat még mindig sokkal
alkalmasabb az igazsag filozéfiai problémadjanak elemzése céljara, mint egy matematikai allitas. Utobbi esetben
fel sem vethetd a nyelv és a nyelven kiviili fizikai vilag kapcsolata, amely pedig alapkdve egy adekvat igazsag

£

tedridnak. De kovetve a hagyomdnyokat, maradok a héndl. Az a mondat, hogy ,,A ho fehér.” logikai szerkezetét
tekintve hasonl6 az ,,Esik a h6.” mondathoz, de az utébbi sokkal inkdbb tudésit egy nyelven kiviili tényrdl, ezért

ez utébbi mondatot tekintem példanak. Az a meghatdrozds, hogy:

Az ’Esik a h6.” mondat igaz pontosan akkor, ha esik a hé.

mint metanyelvi mondat mindazt modelldlja a nyelv és valésdg kapcsolatdbdl, amire a nyelv a holt betlik
segitségével képes a papiron a magyarazat és leirds dimenzidjdban. A baloldalon egy targynyelvi mondat
neve, mig a jobboldalon annak metanyelvi szint{i forditdsa taldlhat6. (Jelen esetben a forditds megegyezik a
targynyelvi mondattal.) Utobbi képviseli a valdsdgot a magyardzat dimenzidjdban. Ismét folvetddik azonban
az el6z6 kérdés. Mi a helyzet, ha a héesést egy mozgé dbra képviseli egy elméletben? Lehet-e az ,,Esik a ho.”
mondat igazsdgdnak magyardzata az aldbbi metanyelvi ,,mondat”? Mit 4llit ekkor a kép? A telet, a hdesést, a
csukott ablakot vagy az ablakkeret geometriai formdjat? (Interneten nézve hullanak is a hopelyhek (lasd
tablazat):

http://ferenc.andrasek.hu/it-is-snowing.htm)

A hoesést attdl fiiggden hogy papirt, vagy elektronikus formatumot vélasztunk kozlendénk megjelenitésére,


http://ferenc.andrasek.hu/it-is-snowing.htm

24 1. FEJEZET. 1. MAGYAR NYELVU SZOVEGEK

Az ,Esik a h6.” mondat igaz pontosan akkor, ha

1.17. tablazat. Havazik

abréazolhatjuk rajzzal, fényképpel, szimbolikus dbrival, esetleg mozgd animdcidval, de a leggyakoribb a termé-
szetes nyelv haszndlata erre a célra. Amikor azonban szdmot akarunk adni a nyelv és az 4ltala leirt valosag
kapcsolatdrol, akkor a vildgossdg és pontossdg igényének jobban megfelel egy olyan kozeg, ahol matematikai
jellegii kapcsolatot adhatunk meg a magyardzat dimenziéjaban megjelend realitds és nyelv kapcsolatardl. Az
altalanossag igényének is jobban megfelel egy formalis nyelv vagy modell hasznélata. Ezért nem helyes az
iménti abrdt tartalmaz6 mondat. A mondat egy logikai kapcsolatot kéne kifejezzen, ahol egy emlitett mondat
egy haszndlt mondat 4ltal kifejezett igazsdg-fliggvényt6l fliiggden beletartozik egy halmazba (igaz), vagy nem
tartozik bele (hamis), csakhogy itt egy kép szerepel egy nyelvi kifejezés alkotérészeként, ami értelmetlenség.
Azonnal nyilvdnvalév4 vélik mindez, ha megprébdljuk fololvasni, amit ldtunk. Amit mint [dtvanyt itt megér-
tiink, az a sz6 szoros értelmében kimondhatatlan. Lehetséges azonban mds Ut is a hdesés megjelenitésére, a

héesést modellalhatjuk véges automatdval, amit késébb mutatok be.

Tarski kimutatta, hogy egy olyan kell6en erds nyelv, amely megengedi sajat mondatainak korlatlan meg-
nevezését, és a nyelven beliili ’igaz’ kifejezés haszndlatit és meghatdrozdsit a mondat nevek segitségével,
sziikségképpen ellentmonddsra vezet. Ez a veszély akkor is fenyeget, ha az ’igaz’ szé helyett olyan més
szemantikai kifejezéseket haszndlunk, mint a ’jelol’. A kivezetd 1t a nyelvek rendekbe soroldsa, aminek
kovetkeztében ezek a veszélyes kifejezések egy nyelvre csak kiviilrdl, egy anndl b6vebb nyelven, metanyelven
fogalmazhatéak meg. Ezzel Tarksi lényegében tgy dontott, hogy metanyelvi szinten — ahol rogzitjiikk az
‘igaz’ sz0 jelentését — az igazsig reldcidt fejez ki, egy adott nyelvre vonatkoztathaté tulajdonsag. Tehat a
parttalan *x - igaz’ tulajdonsdgot fol kell cseréljiik az ’x - igaz L nyelvben’ rel4dcidval. Egy adott L; nyelvre
vonatkoztatva természetesen megkapjuk a szokdsos beszédmaédot, amikor is az ’x - igaz L nyelvben’ kifejezés

mdr tulajdonsdga L; nyelv x nevli mondatainak. Ilyen kifejezéseket azonban L; nyelvben magédban nem
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haszndlhatunk. Tekintsiik az aldbbi meghatarozast.

x mondat L1-igaz pontosan akkor,

(1.1) hax L, egy mondatanak a neve-nek és ¥ (x)

A jobb oldalon 4ll6 *W(z)’ nyitott mondat az ’igaz’ terminus meghatdrozdsa Lo metanyelvben, de az
’igaz’ terminus nem lehet alkotérésze W-nek. Tarski kimutatta, hogy némelyik nyelvre definidlhat6 az igazsag.
Legyen az L; nyelvre vonatkozo igazsag jele ’igaz;’ és azt, hogy egy x mondat neve eleme L; nyelvnek
fejezziik agy ki, hogy « € L;. Ekkor az erre a nyelvre vonatkozé igazsag fogalma igy hatdrozhaté meg, feltéve

hogy meghatérozhat(’)m
(12) = €igaz =z € L1 ES U(x)

(Ez a formula nagyon hasonlit a ZF halmazelméletbdl ismeretes részhalmaz axiéméhoz.fz]
Tarski szerint a tartalmi adekvatsag feltétele az, hogy ebbdl logikailag levezethet6 legyen L1 nyelv barmely

X nevld mondatara:
(1.3) z €igaz; < ¢(x)

Ahol *¢(z)’ az x név dltal megnevezett mondat maga.

Egy igazsag definicio

Hogy a feladatot a célnak megfelel6en minél egyszerlibbé tegyem és ne foglalkozzam folosleges technikai
részletekkel, folteszem, hogy az éaltalam vizsgalt nyelv (L) — a targynyelv — nem tartalmaz kvantifikaciot,
legfeljebb csak mint roviditést, azaz nem tobb mint az allitdslogika egyszer( nyelve. Egy ilyen nyelv alkalmas
egy véges vilag lefrasdra. Mivel a mai fizika tanitdsa szerint a mi vildgunk épp ilyen, ezért ez a nyelv alkalmas
a vilag leirasara. Az L;-hez hasonlé egyszerii véges univerzumon értelmezett logikai nyelvek a logikusok és
matematikusok szdmadra érdektelenek, de a filozéfia céljaira megfeleldek, s6t a legmegfelelébbek. Lehetové
teszik, hogy az igazsdggal kapcsolatos filozdfiai problémdkra, és ne technikai részletekre Gsszpontositsuk

figyelmiinket. A feladat ugyanis az ’igazsidg mint a tényeknek valé megfelelés’ filozéfiai eszméjének pon-

13Ldsd ezzel kapcsolatban angolul: Hodges, Wilfrid, ,, Tarski’s Truth Definitions”, The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Winter
2001 Edition), Edward N. Zalta (ed.),
http://plato.stanford.edu/archives/win2001/entries/tarski—truth/
Magyar nyelven: Sés Vilmos: Modern igazsdgelméletek. [35]]

14y.6. ezzel kapcsolatban az ,,On the Paradox of the Adder” The Reasoner 5/3, March 2011 c. {rdsomat.
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s

tos megfogalmazésa Bemutatok egy igazsig definicidt egy 4llitdslogikdra egyszer(sitett L; nyelven. A

megoldas hasonlit Rudolf Carnap éllapotleirds elméletéhez.

Legyen L; nyelv atomi mondatainak szama véges, és ezek halmazat jelolje A;. Carnap kutatdsai alapjan
megadhatjuk az elemi tények leifrdsanak szintén véges halmazat, melyet GG jell. A; minden atomi mondata
vagy a tagaddsa — de csak az egyik — eleme (G1-nek, €s semmi mds nem eleme Gi-nek. Ha tehat 'p’ eleme
Aj-nak akkor vagy ’p’ vagy ’~ p’ eleme G1-nek. Nyilvanval6, hogy G1 része L1 nyelvnek. Legyen p formula
neve x —azaz p <> p(x) — és ekkor a ¥(z) feltétel igy is megadhaté: = szintaktikailag levezethet G - bSl.
(Bonyolultabb nyelvek esetén ez nem lenne elfogadhatd, mert az axidémakbdl valé levezethetdség nem meriti
ki az igazsag fogalmat.) Mivel L; nulladrendd nyelv, ezért igaz, hogy benne minden allitas elemi tényallitasok
igazsagfiiggvénye, és megadhaté olyan kalkulus, amellyel az igazak le is vezethetSk tetszbleges GG1-bdl (a
0-rendii elméletek negéciételjesek)

Most azonban mads utat fogok kovetni. Vegyiik szemiigyre a hoesés példdjat. Legyen W egy véges vilag,
amely egyetlen jellemz6t tartalmaz. Ez a jellemz6 az, hogy “havazik’, illetve hogy ’tiszta id6 van’, azaz nem
havazik. Feltessziik, hogy egyazon id6pontban vagy havazik, vagy tiszta id6 van, de a kettd egyszerre nem
lehetséges. Viszont el6fordulhat, hogy nincs tiszta id6, de nem is havazik. A havazas’ meglehet6sen bonyolult

jelenség. Egy pontosabb elemzésben meg kéne kiilonboztessiink kdzbensd dllapotokat, azt az dllapotot amikor

még csak szallingézik a ho, attdl, amikor szakadd hdesés van. Akdr mérdskalat is haszndlhatnank a héesés

'SErre utalt Karl Popper is. ,Legyiink merészek, és vegyiik komolyan, hogy vannak 4llitdsok, melyek megfelelnek a tényeknek.
Béarmely elméletnek, amely err6l sz6Ini kivéan, tudnia kell beszélni (1) valamely nyelv - amelyet a vizsgdlt nyelvnek vagy targynyelvnek
mondunk - 4llitdsairdl és a (2) tényekr6l és feltételezett tényekrdl.

Hogy allitasokrdl beszélhessiink, rendelkezniink kell nevekkel az allitdsok szamara, pl. az éllitdsok idézetneveivel vagy
deskriptiv neveivel. Ez azt jelenti, hogy barmely korrspondencia elméletet metanyelven kell megfogalmazni, vagyis egy olyan
nyelven, amelyen beszélhetiink a kutatdsunk targyat képezd targynyelv kifejezéseirdl.

Hogy az éllitdsok és a tények kozotti relaciokrol is beszélhessiink, tények lefrdsdra is sziikségiink van; azaz a targy nyelven
lefrhat6 Osszes ténynek lefrhatonak kell lennie metanyelviinkben is. Ily médon a metanyelvnek tartalmaznia kell a targy nyelvi
kifejezések forditdsait, vagy a targy nyelvet sajt részként kell tartalmaznia (elkeriilve ezaltal a hii forditdsok 1étének kényes
problematikajat). gy azt taldljuk, hogy barmely elmélet, amely 4llitdsok és tények kozotti korrespondencidval és ennélfogva
allitasok és tények kozotti relacidkkal foglalkozik, olyan metanyelven kell megfogalmazni, mely a szokdsos logikai szavakon
kiviil hdrom tipusu kifejezéseket tartalmaz:

1. Allitdsok neveit, tehdt valamely targynyelv nyelvi kifejezéseinek megnevezéseit: ezek részei a targynyelv *morfolégidjanak’
vagy ’szintaxisdnak’.

2. Tényeket (beleértve a nem tényeket) és koriilményeket leird allitdsokat: vagyis forditdsokat a targynyelvbdl a metanyelvbe.
(Hogy a forditds buktatéit elkertiljiik, a tirgynyelv, mint mdr utaltunk rd, beemelhetd a metanyelvbe.)

3. Ezen a két alapvetd kifejezéstipuson kiviil van egy harmadik is: azon magasabb rend kifejezések tipusa, melyek e két alapvetd
kifejezéstipus predikatumait és a koztiik 1év6 reldcidkat jelolik, pl. olyan predikdtumok, mint *X megfelel a tényeknek’, vagy
olyan reldcidk, mint "X akkor és csak akkor felel meg a tényeknek, ha Y.

Ez a hdrom, csaknem nyilvdnval6é minimalkovetelmény egy olyan nyelvvel szemben, amelyen egy korrespondenciaelméletet akarunk
megfogalmazni.” Karl R. Popper, Some Philosophical Comments on Tarski’s Theory of Truth. In: Proceedings of the Tarski
Symposium (ed. by L. Henkin and others), American Mathematical Society, Providence, R.I., 1974, 397-409. Forditotta: Pdlos
Laszl6. In: Alfred Tarki, Bizonyitds és igazsdg - vdlogatott tanulméanyok [33|] p.423.

6Maté Andrds megjegyzése.



1.2. VEGES AUTOMATAK MINT A LEIRAS ES REALITAS MODELLJEI 27

leirdsdhoz a hdesés intenzitdsdnak értékeihez kiillonféle szdmokat rendelve. Mostani célunknak azonban az a
legegyszerlibb modell is megfelel, amikor csak két allapotot hasznélunk attél fiiggben, hogy havazik vagy sem.
Wy vilag egyetlen helybdl (vagy megnevezhetd objektumbdl) dll, és ennek a jellemzdje a hdesés. Ebben a
vildgban nem is térténhet mds, mint hogy a benne 1év6 egyetlen helyen esik a hd, vagy nem esik. Végezetiil
W1 torténete mindossze négy diszkrét id6pont, melyet az egyszerliség kedvéért az *t1,t0,t3,t4” (vastagon szedett
alsé indexszel elldtott) bettik abrazolnak. W vildg teljes torténete a kovetkez6: az els6 idépontban tiszta id6
van, a kovetkez6 két id6pontban havazik, végiil az utolsd, a negyedik id6pontban ismét eldll a havazds és

kitisztul az égbolt. W7 vilag tehat térben is id6ben is véges.

Formalis nyelven négy elemi formuldval irjuk le W torténetét. Legyen A’ az egyediili térrész jele
— mivel egyediili éllapot, el is hagyhaté — az ’t1,t2,t3,t4° jelek pedig e kicsi véges vildg egymadst kdvetd
id6pontjai. Legyen egy *j’ egy kétargumentumdu fiiggvény, amely egy dolog és egy id6pont 6sszefiiggésében
azt az allapotot adja meg, hogy azon a helyen akkor havazds van-e vagy tiszta az id6. Ebben a vildgban
sz€ls6séges az iddjards, dtmeneti dllapotok nem fordulnak elé. (Mint, emlitettem egy kicsivel részletesebb
példa esetén ’j’-nek harom vagy tobb értéke is lehetne: szakadé héesés van, szallingézik a hé, nem havazik.)

Ezek felhasznédlasaval az W torténetét dbrazol6 négy elemi esemény igy fest:

tiszta-az-id6=7(t1, A) ; havazik=j(t2, A) ;

havazik=7(t3, A) ; tiszta-az-id6=7(t4, A)

W1 vildgban — barmilyen kicsi is az — tobbféle 1étezd van: hely, 1d6, jellemz6. Egy bonyolultabb, tobb helybdl
vagy objektumbdl és tobb jellemzEbdl all6 véges vildg (univerzum) esetén a jellemzdk kozott ennél érdekesebb
Osszefiiggések is megadhaték. Ekkor megfogalmazhatnank természeti torvényszertiségeket is, amelyet szintén
Wi részének, ’1étez6’-nek fogadnank el. Azt a nyelvet, amelyen W vildgot dbrazoljuk, Lo - nak nevezem.
Ly nyelv fogja modelldlni azt a nyelven kiviili vildgot, amelyr6l L; nyelven dllitdsokat fogalmazunk meg.
Kés6bb latni fogjuk, hogy Lg szerepében idében miikods véges automata modell — fizikai, anyagi valdsag
— is megjelenhet, még vildgosabban mutatva a nyelv és nyelven kiviili vildg kapcsolatat. Wy vildgba annak
torténetét is beleértem. A torténelem dbrdzoldsa Ly nyelven csak véges sok kifejezést tartalmaz. Bevezetve azt

a kézenfekvd roviditést, hogy O=tiszta az id6, 1=havazik, a négy mondat egyszer{ibbé valik:

(14) LO - {0 = j(thA)a 1= j(t27A)7 1= ](tJ,A),O = ](t47A)}

L dgy is értelmezhetd lenne mint egy fiiggvény, egy véges matematikai struktira, fogalmazas kérdése,
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hogy nyelvnek nevezem-e. Jelen esetben Ly nyelv egyetlen kétargumentumdu funktort tartalmaz, j-t. A funktor
terjedelmébe fiiggvények tartoznak, mely fiiggvény értékei allapotok (0, 1), argumentumdba pedig idGpont,
hely parok keriilhetnek. Lo esetében semelyik két allapot és id6pont nem azonos. L; nyelv hat individu-
umnevet (t1,t2,ts3,t4,0,1) egy kétargumentumi predikatumot (H), és a jol ismert logikai konnektivumokat
tartalmazza. A predikdtum elsé argumentumaba csak a ¢y, to, t3, ¢4’ jelek, mig a masodik argumentuméba csak

a’0’ vagy '1’ jel keriilhet. L; atomi mondatainak halmazat jelolje A;.

Al = {H(tl, 0), H(ty, 1), H(tQ,O), H(ta, 1),

(15) H(t370)7H(t371)7H(t470)7H(t471)}

A szokdsos logikai konnektivumok segitségével képezhetiink L; atomi mondataibél molekuldris monda-
tokat. Az atomi mondatok szdma véges, de L Osszes lehetséges kifejezéseinek szdma végtelen. A két nyelv,
Lg és L kozotti kapcsolatot a metanyelven, Lo-n fogalmazzuk meg. Lo gazdagabb mindketténél, mar atomi
mondatainak a szdma sem véges. Jelen esetben Lo metanyelv a magyar nyelv egy toredéke, formalis szimbd-
lumokkal kiegészitve. H(x,0) jelentése az, hogy tiszta az id6 z-kor, mig H(x, 1) jelentése az, hogy havazik.
Figyeljiink fol arra, hogy "H (z,0) & H(x,1)’ nem lehet igaz semelyik x-re, mivel egyazon idépontban vagy
havazik, vagy tiszta id6 van, de a kett6 nem fordulhat el6 egyszerre. Ezt azonban nem tartalmazza axiémaként
L1 nyelv, ez kovetkezménye kell legyen a metanyelven leirt vildg azon tulajdonsdgédnak, hogy a jellemzdok
referencidi fliggvények, melyek értékei egyértelmiiek.

Legyen adott L nyelv mondatainak az aritmetikai forditdsa, a kovetkezdk szerint: a forditds L; minden
mondatdhoz egy egész szamot rendel. Legyen Z az egész szamok halmaza, A pedig L, atomi mondatai
halmaza. Legyen f egy A értelmezési tartomanyu és Z értékkészletd olyan fiiggvény, melyre harom feltétel

teljesiil:

Al f Ly minden atomi mondatidhoz egy egész szamot rendel, de kiilonb6z4 atomi mondatokhoz kiilonbozo

szamokat rendel.

A2 Ha p atomi mondathoz x szdm, a ¢ atomi mondathoz y szdm tartozik, és p-nek tagaddsa (negicidja) g,

akkor fenndll a kdvetkez6 egyenl6ség: © = —y — 1

A3 A H(z,y) atomi mondathoz rendelt f('H(x,y)’) szdm kett6nél nagyobb prim szdm akkor és csak

akkor, ha y = j(z, A), ahol x id6pontot, y pedig idGjarast képvisel.

Az igazsagfunktoroknak aritmetikai miiveleteket feleltetek meg, és az ennek megfelel6en leforditott for-

muldk értékelésekor egész szdmokat kapunk. Az igazsdgfunktorok aritmetikai forditdsakor csak néhdny elemi
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aritmetikai miiveletet hasznélok: Osszeadds, kivonds, szorzds és a 'modulo’ fiiggvényt. Ha egy egész szdm
kettdvel valé osztasi maradéka nulla, akkor a szdm modulé értéke paros, mig minden mds esetben a moduld
értéke paratlan. Tehdt a *mod(p,2)’ kifejezés p szdm kettGvel valé osztdsi maradékat jeloli. A "p’ véltozé
helyén Osszetett kifejezés is dllhat pl: —1 x p — 1 Az aldbbi tdbldzat mutatja az igazsagfiiggvényeket (logikai

funktorokat) egy sorban a nekik megfeleld aritmetikai kifejezéssel.

Igazsdgfunktorok;az Magyarazat Az igazsagérték aritmeti-
argumentumuk ’p, q’ kai megfelel6je, ahol p és
mondatparaméterek- q értékei egész szamok le-
kel kitoltve hetnek.
~p negécié (a tagadas je- | mod(—1 x p—1,2)
le)
p&eq ES kapcsolat mod(p X q,2)
pVyq alterndcié (megengedd | mod(1 + (p+ 1) x (¢ +
értelmii vagy) 1),2)

1.18. tablazat. Aritmetikai forditas

Korabban rogzitettiik, hogy W vildgban az els6 litemben nem havazik, majd a kovetkezd két iitemben
havazik, mig az utolsé id6pontban eldll a havazas. Ennek megfelelen egy f fiiggvény — L atomi mondatai

egy interpretacidja — az alabbi:

’ Formula \ Ertékelés Jelentés
H(ty1,0) 11 Tiszta az id6 ¢;-kor.
H(ty,1) —14 Nem havazik ¢;-kor.
H(ts,0) —18 Nem tiszta az id6 to-kor.
H(t2,1) 19 Havazik t,-kor.
H(ts,0) —24 Nem tiszta az id6 t3-kor.
H(ts, 1) 27 Havazik t3-kor.
H(t4,0) 29 Tiszta az id6 t4-kor.
H(t4,1) —32 Nem havazik ¢4-kor.

1.19. tdblazat. Interpretacio

Az aritmetikai forditds L; barmely Osszetett mondatdhoz meghatiroz egy egész szdmot. Ez alapjén az

igazsdg definicidja Li-ben a kovetkezb:

L1 barmely s mondata igaz pontosan akkor,

(1.6) ha az s-hez tartoz6 szdm pératlan.
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Az igazsag elektronikus modellje

Most ratérek mostani vizsgdlédasom f6 céljara, hogy miképp modelldlhaték L; mondatai, valamint az azok
igazsdgat meghatdroz6 vilag véges automatdkkal. Hogyan fordithaté le Tarski szemantikai zartsdgot tiltd
kovetelménye az automata modellek vildgdba? Miképp jelenik meg ebben a modellben egy szemantikailag zart
nyelv lehetsége? Igazolhatja-e az elektronikus modell, hogy egy korben forgé gondolatot nem kell minden
esetben elvetni. Ennek az automata modellnek meg kell jeleniteni id6beli eseményeket és az azokat leir6 igaz
mondatok id6tlen — azaz id6ben dlland6 — igazsdgértékét. Ha jo a modell, akkor attdl fiiggéen, hogy miként fest
a valésdgot reprezentdlé modell, mi torténik benne és mi nem, més és mas L - beli atomi mondatok lesznek
igazak.

Az . Esik a h6.” dllitas kifejezte esemény érzékelésére valamiféle automata is készithetd, igy az 4ltala
leirhat6 valésag modelldlhat6 automataval. Mint kordbban rogzitettem, az eseményeket, folyamatokat, tényeket
reprezentdld bemenet nélkiili automatdkat generdtornak nevezem

Jelen esetben egy generdtor magas jelszintje azt dbrazolja, hogy esik a hd, alacsony szintje pedig azt,
hogy nem havazik. Az, hogy az automata miikodése mastdl nem fiigg, nincs bemenete, azt fejezi ki, hogy
sajat magitdl fiiggnek a dolgok, maga modelldlja ama tényt, hogy esik a h6. Ebben a megkozelitésben
a metanyelvi mondatok helyén a tényeket vagy dolgokat reprezentdlé automatdk szerepelnek, azon kiviil a
réluk szélo, targynyelvi allitdsokat képviseld automatdk, és a kettd kozotti kapcsolatok. A tényeket kép-
viseld automatdkat kiilon kell valasztani a réluk szol6 allitdsokat reprezentalé automataktSl. Az utébbiak
igazsdgértékei, fliggvényei az el6bbieknek. Pontosabban egy targynyelvi szinten megfogalmazott atomi llitas
igazsdgat a neki megfeleltetett véges automata magas jelszintje képviseli. Ez a jelszint, a targynyelvi allitast
reprezentdld automata kimeneti jelszintje, fliggvénye lesz a metanyelvi éllit4st reprezentdld véges automatédnak.
Utdbbiak lesznek a tények, avagy a valésdg modelljei a leirds vildgdban. A leirds és realitds kapcsolatdnak
filozofiai relacigjat tehat dbrazolhatjuk és magyarazhatjuk nyelvi szintek folhasznalasaval, és véges automatak
kapcsolatdnak bemutatdsdval is. Ez a két lehet6ség azonban bizonyos értelemben csaloka. Csak akkor jelenik
meg a maga valosdgdban, ha ezen magyardzat a kibernetikai tér viligaban is rendelkezésre all, mint elektronikus
dokumentum. Ugyanis csak az utébbi képes eseményeket, torténéseket, azaz az idét bemutatni, és nem csupan
leirni. Egy elektronikus dokumentum megjelenithet valtozdsokat, mig egy papir alapi dokumentum nem. Az
elébbi igy bemutathatja a leirds és realitds kapcsolatdnak vetiiletét a mindennapi 1ét dimenzidjaban, mig az
utébbi, a statikus bettik vildga ugyanennek az igazsiag, a magyarazat dimenziéjaban valé vetiiletét dbrazolja.

Ezért a mostani fejtegetés adekvat 1étmédja az elektronikus formatum és nem a nyomtatott szoveg. A papiron

17Valaminek fiiggvényekkel valé dbrazoldsa egy folyamat vagy esemény, mig mondatokkal valé megfogalmazésa egy tény. A tények
lehetnek logikai operatorokkal — €s, vagy, ha-akkor — Gsszetettek, ezzel szemben az események, folyamatok nem lehetnek ilyen médon
Osszetettek.
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a véges automatdk ugyanis nem mint idé6ben miikddd dolgok, hanem mint dbrdk vagy mint fiiggvények és
formulak jelentkeznek.

Az igazsig, a magyardzatok dimenzidjabdl kilépve a kordbbiakat bemutaté automata modell a mellékelt
elektronikus dokumentum hasznélataval a jelen id6ben tanulmanyozhat6. A modellben a kiilénb6z6 nyelvi
szinteket egy szamoldtablazat egyes munkalapjai (worksheet) kiilonboztetik meg. Ekkor a metanyelvi szint
(LO vagy Metal.) befolyésolhatja a targynyelvi szintnek megfelel6 munkalap formuldinak értékét (kimenetét),
de visszafelé nem megengedett a kapcsolat. A targynyelvi szintnek megfelel6 munkalapon 1évé formuldk
értékei (kimenetei) nem befolydsolhatjdk a metanyelvi szintet. Ennek a szabdlynak a megsértése paradoxonhoz
vezethet, mint azt az elektronikus modell tovdbbi része be is mutatja. A modell a viligos megfogalmazis
érdekében folhaszndlja az elemi logika kordbban folvazolt aritmetikai transzformaciéjat. Az egyes logikai
funktoroknak — melyek faktudlis értékei ebben az egyszerl esetben csak a jol ismert igazsdgfiiggvények — a
szdmolodtablazat celldi kozotti kapesolatok felelnek meg. A funktorok argumentuma a szamol6tdbldzat bementi
értéke, mig a funktor értéke a kimenet, azaz a szamitas eredménye. A modell konnyedén lehet6vé teszi, hogy
W vilag torténetét kiilonbozképpen modositva megfigyeljiik, miképp valtozik ettdl fiiggben L, nyelv atomi
mondatainak igazségértéke

Figyeljiink fol arra, hogy mikdzben a modell vildgdban torténnek események, a magyarazatok és leirasok
vildgédban az igazsdgérték véltozatlan, dllandé. A példa mutatja, hogy a leirdsok vildgdnak modellje kombina-
cids struktira, ezzel szemben a targyi vildg modellje nem az, hanem sorrendi struktira. Kérdés azonban, hogy
csak és kizdrolag kombindcids automatdk lehetnek-e a helyes magyardzatok és lefrdsok, a logikailag korrekt

elméletek modelljei.

Mostani vizsgdlédasunk keretei kozott egyszeri logikai struktdrdji nyelveket haszndlunk. Ezek formalizdlha-
tok az elemi, kvantifikici6 nélkiili logika eszkoztardval. Az ebben el6fordulé atomi formuldkat igazsadgfunk-
torok kotik Ossze, és az Osszes igazsadgfunktor modellalhaté olyan véges automatdkkal, melyeket kombinacios
automatdknak neveztem. Ebbdl kdvetkezik, hogy ezen sziik hatdrok k6zott megfogalmazhaté dsszes Ly nyelvet
hasznal6 elmélet és magyardzat is modelldlhaté kombinacids automatakkal. Ezen kiviil elfogadhatd-e bizonyos
feltételekkel egy korben forgast tartalmazo elmélet? Ha igen, annak nem kombindcids automata lesz a modellje,

hanem sorrendi halézat. Esszer(i kikotés, hogy az automata legyen ciklikus, és barmely bemeneti 4llapota

8A szdmol6tabldzatban az *Object L’ munkalapon 1évé *H(z,y)’ formula kiszamitdsdra szolgdld kifejezés tobb részb6l all.
Kozponti része a H (x, y) reldciot valdsitja meg, ahol a fiiggvény argumentumaéban csak a meghatdrozott négy id6pont jele (¢1, t2, t3, ta)
allhat. Ez a rész az aldbbi:
HLOOKUP($A$28, ObjectL'1$1$10 : $L$11,2, FALSE)
majd megvizsgdlja, hogy a fliggvény értéke azonos-e a reldcié megfeleld tagjaval:
B28 = (HLOOKUP($A$28," ObjectL''$1$10 : $L.$11,2, FALSE)
végiil azt is ellendrzi, hogy a H(z,y) relacié mdsodik argumentumdban megengedett érték (0,1) van e. Ilyen médon a H(x,y)
reldcionak csak akkor lesz igazsdgértéke, ha argumentumaiba megengedett értéket frunk, ellenkezd esetben hibajelzést kapunk.
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egyértelmien hatdrozza meg a kimenet dllanddsult dllapotat.

Tegyiik fel, hogy van egy elméletiink melynek modellje egy sorrendi automata. Ez azt jelenti, hogy az
elmélet igazsagfeltételei nem kombindcis struktira alapjan fiiggnek azoktdl a tényektSl, amirdl az elmélet
sz0l. Ebbdl az kovetkezi, hogy amit6l az elmélet targyan kiviil fiigg, az a modell, az automata bels6 allapota.
Csakhogy egy elmélet esetén nem kézenfekvs, hogy mit jelenthet a bels6 allapot. Targyak esetén jelentheti a
targy korabbi torténetének lenyomatat, de van-e ennek értelme egy elmélet esetén? Elfogadva azt az automa-
ta elméleti foltevést, hogy minden sorrendi automata folépithetd elemi kombindcidés automatdk visszacsatolt
rendszereként, ha van jelentése az automata modell belsé allapotdnak egy elmélet vonatkozdsaban, akkor az
elmélet igazsdga nem csak az elmélet targyatol, hanem az elmélettdl onmagatdl is fiigg. Elfogadhaté-e egy
ilyen 6nigazolé elmélet? Legfeljebb akkor, ha az dnigazol6 jelleg nem jatszik 1ényeges szerepet, barmennyire
is homalyos, hogy mi jelent itt a ,,Jényeges szerep”. Ha azt jelenti, hogy az elmélet immunis a kiils6 hatdsokra,
és némelyik esetben nem ad meg egyértelml igazsdgértéket, akkor az az elmélet elfogadhatatlan. Ha nem
ad meg egyértelmi igazsagértéket, az automata modellben Ugy jelenik meg, hogy kimenetének allapota (az
elmélet igazsagértéke) nem konstans fiiggvény az idében. A nem lényeges szerep pedig azt jelentheti, hogy
egy elmélet ,,végsd soron” a tényektdl fiigg, onmaga feltételezett igazsagatol csak dtmenetileg. Az automatak
nyelvén ez tgy jelenik meg, hogy az elméletnek megfeleld kétdllapoti automata kimeneti dllapota hosszud
tavon csak a bemeneti allapotoktol fiigg, és nem fiigg az automata bels6 allapotatél. A modell megerdsiti azt a

filozofiai sejtést, hogy az igazsdg mindig valami rajta kiviil 4llénak a fiiggvénye, végsd soron sohasem fiigghet

onmagatol.

Talanyos mondatok

A mindennapi gondolkodasban gyakoriak az olyan 6nellentmondé logikai szerkezetli mondatok, hogy ,,minden
altaldnositas téves” vagy ,,minden ismeret bizonytalan”. Mivel maguk ezek a mondatok is 4ltaldnositdsok és
ismeretek, igy ebben a formédban alddssdk a sajat hiteliiket. Sok vallds és filozdfia is ilyen kérbeforgd igazsagot
allit, és némelykor a tudomanyos elméletek is magukba foglaljak azt a szemléletmddot, igazoldsi eljarast,
amelynek keretei kozott érvényesek. Poldnyi Mihdly irja: ,,Az implicit hiedelemrendszerek azért képesek
egyenként kivédeni az érvényes ellenvetéseket, mert kdrben forgék.’{l;g] majd kifejti, hogy ebben az értelemben
olykor a tudomany sem mentes az 6nigazolé jellegtdl, a vilagnézetek pedig egészen nyilvanvaléan védik
onmagukat a szdmukra elfogadhatatlan, az el6itéleteiknek ellentmondé hirektdl, ismeretektSl. A vildgképek

meghatdroznak egy latdsmddot, sémat a vildg értelmezésér6l, és megprobaljdk csak azokat a benyomadsokat,

hireket, tudomasul venni, befogadni, amelyek er6sitik, tovabb épitik a meglévsé sémat, de legalabbis nem

Polanyi Mihaly, Személyes tudds (Personal knowledge). ford. Papp Maria [22] II. 77p.
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tdmadjdk annak alapjait

A targyak és kornyezetiik viszonydhoz hasonl6an az eszmék vildgaban is miikodik egyfajta visszacsatoldson
alapul6 szabdlyozds. Ezért egyet kell értsiink Poldnyival és a Duhem-Quine tézissel, hogy a gondolkoddsnak
van egy bizonyos Osszefiiggd egész, holisztikus jellege. A nyelvi fordulat el6tti filozéfusok is érzékelték ezt
a problémét a sajdt rendszeriikon, amikor 1attdk, hogy az egyes filozéfiai problémdkat nagyon nehéz, ha nem
éppen lehetetlen elkiiloniteni egymastol. A korben forgd érvelésnek és szemantikai onreferencianak — a kettd
nem azonos — ez a problémdja kozponti jelentdségli minden atfogé filozéfiai gondolkoddsméd esetén. Ezért
ezek a logikai-szemantikai kérdések kozponti jelentéségliek a filozéfia szaméra. Ezek koézponti problémadja
nem egy nehezen kikiiszobolhet6 ellentmondas. A korben forgé logikdji mondatoknak az a sajatossiaga, hogy
az igazsagértékiik onmagatdl is fligg, Onmaga fiiggvénye. Wittgenstein j6l latta ezt a problémadt: ,,Fiiggvény
azért nem lehet onmaga argumentuma, mert a fiiggvény jele nem tartalmazza argumentumanak prototipusét,
marpedig sajat magdt nem tartalmazhatja. Tételezziik fel példanak okaért, hogy az F'( fx) fiiggvény 6nmaganak
argumentuma lehetne. Ugy lenne egy 'F(F(fz))’ kijelentés is és ebben az F kiilsé fiiggvény és az F
belsd fiiggvény kiilonboz jelentéssel birndnak, mivel a belsé fiiggvény ¢(fz), a kiilsé fiiggvény W (p(fx))
formaju. P1]

Mindazonaltal nem konnyt Wittgenstein érvét megérteni. Egy fiiggvénynek lehet azonos értéke az argu-
mentumaban szerepl$ értékkel. Az a fiiggvény, amely minden szdmhoz a szdm négyzetét rendeli, az ’egy’
szamhoz az *egy’ szamot rendeli, mivel 12 = 1. Még inkdbb az a fiiggvény, amely minden szdmhoz Gnmagat
rendeli. Nem arrdl van tehat sz6, hogy nem lehet azonos egy fiiggvény értéke és argumentuma. Amit Witt-
genstein allit, az tomoren fogalmazva az, hogy a fiiggvény argumentuma mds tipusd, mint a fiiggvény. Ez arra
a fliggvényre is igaz, amely barmely argumentumdhoz a ’egy’ szdmot rendeli. Vajon ismerte-e Wittgenstein
a rekurziv sorozatokat, vagy az automatikaban el6fordulé visszacsatolas problémadit? Ugyanis az eddigi és a
tovéabbi példak egy része épp annak bemutatdsira szolgél, hogy a ’visszacsatolds’ kibernetikai fogalma szorosan

kapcsolatos a korben forgds problémajaval.

A hazug paradoxont gyakran két olyan mondat segitségével fogalmazzak meg, ahol az egyiket egyvonalas
kerettel, a masikat kétvonalas kerettel azonositjdk, és a két bekeretezett mondat kdlcsondsen egymadsra hivatko-
zik. Ha ez a hivatkozds a mondatok igazsagét teszi egymastol fiiggdvé egy zart korben, akkor ezek a mondatok

semmit sem mondanak a kettejiik alkotta koron kiviili vilagrol. Ez alkotja a két kiilonos mondat alkotta talany

20 ..minden kritikai bolcsészettorténet iréja a maga filoz6fiai 4lldspontjabol meriti ama kivdlogatds elvét, mely szerint némely tani-

tast fontosnak tart masokkal szemben s bizonyos megallapitdsokat haladds jeleinek tekint. Teljesen félreértené tehat a bolcsészettorténet
midenlétét, aki miiviink torténeti vazlataiban épp a ’filozdfiai elGitéletet’ kifogdsolnd.” irja Pauler Akos, Bevezetés a filozéfidba (reprint
kiadds)[41] p.67.

2'Ludwig Wittgenstein, Logikai filoz6fiai értekezés. Akadémiai, Ford. Markus Gyorgy, 3.332, 3.333 [36]
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Iényegét, és az teljesen mellékes, hogy a két mondat egymds igazsdgat vagy hamissdgét allitja. (Az ilyen
mondatokat nevezi Kripke nem megalapozottnak.) Aldbb egy olyan mondatpar szerepel, ahol a mondatok

kolcsonosen igazoljdk egymadst.

A duplakeretes mondat igaz. ‘ ‘ A szimplakeretes mondat igaz.

Ha egy igaz mondatot a val6sag hi tiikorképének tekintiink, akkor a fenti két mondatnak két egymadssal
szembeforditott tiikor .felel meg, amit a mellékelt rajz szemléltet, egy fontos eltéréssel. A rajzon azért lathato
egyéltaldn valami, mert a két tiikor nincs pontosan egymdssal szembe forditva. Ha a keretes mondatok logika-
janak megfelelSen csak és kizardlag egymadst tikkr6zné vissza a két tiikor, €s semmi sem szivdrogna be a kiils
vilagbol, akkor a két tiikorben a sotétségen vagy a vildgossagon kiviil semmi sem latszana. Az igazsdg mindig
valami rajta kiviilinek a fiiggvénye, miképp a tiikor is csak akkor tiikroz, ha kifelé irdnyul. Ezzel szemben
a fenti keretes mondatokat igaznak és hamisnak is tekinthetjilk, semmi sem nyujt fogédzot, igazodasi pontot.
Ha igaznak tekintjiik 6ket, annak megfelel az az eset, amikor a két pontosan egymast tiikr6z6 tiikorben csak a

fényesség latszik, amikor pedig a sotétség, az annak megfelel az, amikor a tiikkrok k6zé nem jut be a fény.

Tovabbi példak

1. A hazug paradoxon.

Az elektronikus modellben két munkalap LiarObj. és LiarMeta. foglalkozik az ismert paradoxonnal. Az
elsé a targynyelvi, a masodik a metanyelvi szintet jeleniti meg. A metanyelvi szinten 1év6 atomata Y7 ki-
menete 1 értékd, ha esik a hé a modell piciny véges vildgdban, és Y1 = 0 ha éppen nem havazik. Y3 a
szimplakeretes mondatot, Y, a dupla keretes mondatot jelképezé automata kimenete. Ezek értéke 1, ha a
mondat igaz, 0 ha hamis. A szdmitégép gombnyomogatdsara milik az id6. Hogy mikor havazik és mikor
nem, az attdl fiigg, miképp irjuk eldé a modell véges vildganak torténetét. Az *Output Function’ nevii tab-
lazat idSpontok (t1,t2,t3,t4) alatti helyekre beirt 0’ vagy ’1° jelek hatdrozzak meg, hogy mikor havazik
és mikor nem. Az alatta 1évé sorokban rendre a ’hazug’, a szimpla keretes, majd végiil a dupla keretes
mondat igazsagértékének aritmetikai forditdsa lathat6. A ’hazug’ értéke Yo = 17 ha igaz, és Yo = —18 ha
hamis. A szimplakeretes mondat értéke Y3 = 19 ha igaz, és Y3 = —20 ha hamis, a duplakeretes mondat
értéke Y, = 23 ha igaz, Yy = —24, ha hamis. A targynyelvi szintet (a vizsgalt nyelvi szintet) képviseld
automatdk bemeneti értékei a metanyelvi szint kimeneti értékeitdl fiiggnek. A ’hazug’ targynyelvi forditdsat

képvisel§ automata kimenete a munkalap Cy celldja, bemenete az A4 cella, a szimplakeretes mondat targy-

nyelvi forditasat képviseld automata kimenete a munkalap a C celldja, bemenete az Ag cella, a duplakeretes
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mondat targynyelvi forditdsat képviseld automata kimenete a Cy cella, bemenete az Ag cella. A celldkba
kattintva lathatjuk az Osszefiiggéseket. Ezeket kovetve lathatjuk, a "hazug’-nak megfelel6 automatanak ak-

kor lenne id6ben konstans kimeneti allapota, ha taldlnank olyan egész szamot, amelyik paros is és paratlan.

2. Vegyliink szemiigyre néhdany masik hasonldéan korben forgd
logikai struktirdji mondatot. Vizsgaljuk meg a kdzépkori francia
filoz6fus, Buridan egyik nevezetes szofizmdjat, melynek lényeg a

kovetkezd.

(1) Isten l1étezik.

(3) Sem (1) sem (3) mondat nem igaz.

1.6. dbra. Papp S. Baldzs: Tiikdrben
(3) ’vagy-nem’ kapcsolatot dllit, mivel a 'nem p és nem ¢’

ekvivalens a 'nem (p vagy q)’ logikai struktirdval. A vagy-
kapcsolat egyik Osszetevdje egy 1étezési allitds, a masik Osszete-
véje pedig a vagy-kapcsolat 6nmaga. Az el6bbit képviselje "p’,
az utébit pedig ¢’ formula. Tehat p =: Isten létezik, ¢ =:
Sem az elsd, sem a masodik mondat nem igaz. Ezért ’p’ igaz ha
Isten létezik, hamis mds esetben, és ’q’ igaz ha sem p sem ¢ nem
igaz. Ugy fejezhetjiik ki, hogy |¢| = | nem (p vagy q)|, ahol az
azonossag két oldalan formuldk igazsagértékei (faktualis értékei) szerepelnek. A formula azonban nem fejezi
ki eléggé az 6nmagdra val6 vonatkozds, a korben forgds tényét. Ezt visszacsatoldssal modelldltam a[I.4] dbrdn
bemutatott automata segitségével. Ott az egyik bemenet magas szintli ha Isten 1étezik, a masikra pedig az
automata kimeneti dllapota keriil vissza. A vagy-nem logikai funktornak a’(p+1) x (¢+1)’ aritmetikai formula
felel meg, aminek helyességét az elektronikus modellben ellendrizhetjiik. A visszacsatoldst igy fogalmazhatjuk
meg formuldval, hogy a szorzat értéke moduld ekvivalens a szorzat egyik Osszetevfjével. Legyen ugyanis
'p = ¢ kifejezés annak a jele, hogy mod(p,2) = mod(q,?2), azaz vagy mindkett pdros, vagy mindkettd
paratlan. Ekkor az aritmetikai modell alapjdn leforditva Buridan istenérvét az aldbbi aritmetikai allitast kapjuk:
g = (p+1) x(¢+1). Ennek csak akkor van megoldésa, ha p paratlan, de ¢ paros. Visszaforditva ezt az
eredményt azt kapjuk, hogy (1) igaz, viszont (3) hamis kell legyen, maskiilonben ellentmondasba keverediink.
Pontosan ez deriil ki az elektronikus modell kiprébédldsdval is. Az elektronikus modellben a BurdianObj. és
a BurdianMeta. munkalapok tartalmazzdk a megfeleld automata modellt. Utébbiban dbrizoltam egy véges

vildgot. Ebben a vildgban harom jellemzd van: az elsé minden id&ben allandé y; = 10 értéke fejezi ki Isten
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1étét, a masodik yo = TRU E ha a (3) nevli mondat igaz, és y3 = 1 ha esik a h6. Ha tagadjuk Isten 1étét, amit
ugy fejezhetiink ki ebben a modellben, hogy t1, t9, t3, t4 id6pontok valamelyikében y; értéke nem 10, akkor
y2 jellemzonek, (3) mondat igazsdgértékének nincs idében dlland6 értéke, mikdzben miilik az id6 F9 gomb

lenyom4séra.

3. Vizsgéljuk meg a kovetkezd négy mondat igazsagértékét.(Kithnberger példéi
Janos hamburgert eszik, és ez a mondat nem igaz.
Janos hamburgert eszik, vagy ez a mondat nem igaz.
Ha Janos hamburgert eszik, akkor ez a mondat nem igaz.
Ha ez a mondat nem igaz, akkor Janos hamburgert eszik.

A mondatokat zaréjelbe tett betiikkel elnevezve az aldbbiakat kapjuk:

(a) Janos hamburgert eszik, és az (a) nevli mondat nem igaz.
(b) Janos hamburgert eszik, vagy az (b) nevii mondat nem igaz.
(c) Ha Janos hamburgert eszik, akkor a (c) nevli mondat nem igaz.

(d) Ha a (d) nevli mondat nem igaz, akkor Jdnos hamburgert eszik.

Vezessiik be azt az interpretdciét, hogy p := Janos hamburgert eszik, ¢ := Ez a mondat nem igaz. A
négy mondat haromféle kétviltozés igazsdgfunktort tartalmaz: ES, VAGY, Kondicionalis. Eltekintve a négy
mondatban el6fordulé igazsagfunktorok egyedi sajatossdgaitdl, mind a négy esetben egy p ® ¢ szerkezetl
mondat 4llit valamit sajat magéar6l. Az els6 (a) esetben ® := & a madsodikban (b)® := V a harmadikban
(c)® :=— a negyedikben (d)® :=<— Egy tdblazattal megkisérelhetjiik leirni az igazsdgfiiggvényeket mind a
négy esetben. Ez azonban nem fejezi ki *q” mondat igazsdgértékének dnmagatdl valé fiiggését. Egy nem —
q = p ® q szerkezetd formula szintén hijan van az onmagéra utalds képességének, viszont egy visszacsatoldst
tartalmazo digitélis automata képes erre.

Legyen egy generdtor kimenete H értékd, ha Janos eszik, és mas

plqll (a)|(®)](c)] (d) betli, ha nem eszik. A ’p’ jelli automata 1 (igaz) szintet ad ki, ha
010 0 0 1 1 a bemenetére *H’ jel érkezik, és O jelet (hamis) maskor. A ® jeld
011 0 1 1 0 automata rendre a fenti igazsagfiiggényeket valdsitja meg ugy, ahogy

le(ié‘lmbergyr i m.115. b. () 1

1)1 1 1 1 1

1.20. tablazat. Janos Hamburgert eszik
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azt a tdbldzat mutatja. A ® jeldi automata egyik bemenetére p-nek
a kimenete, a masikra viszont a sajat kimenetének tagaddsa keriil

visszacsatolva. Lasd[1.7] 4bra.

GEN
P L1

-12 111
L0 TRUE
FALSE

1.7. dbra. Janos hamburgert eszik

7 2z

Az elektronikus modell John-0 munkalapja 6t jellemz6 4llapotat
mutatja. A (5 cella értéke = H ha Janos hamburgert eszik, mig mds betd, ha nem. Az 6todik, hetedik,
kilencedik és tizenegyedik sor arrdl tdjékoztat, hogy az ez a mondat nem igaz’ mondatot igazra vagy hamisra
értékelve, az ellenkezbjére kovetkeztetiink. A mondat csak akkor tekinthet6 4llitdsnak, csak akkor van igazsag-
értéke, ha ez az értékelés az id6ben konstans eredményt ad. Jelen esetben csak egyetlen tényt valtoztathatunk
szabadon a modellben, a John-0 munkalapon, hogy eszik-e Jdnos. Eme tény 0sszes kovetkezménye mar adodik
a feltételekbdl, amit a John-1 munkalapon ellendrizhetiink. A kovetkezGt tapasztaljuk: (d) mondat mindig

igaz, (b) mondat igaz, ha Janos hamburgert eszik, viszont ekkor (a) és (c¢) nem rendelkezik dlland6 értékkel,

ha viszont Jdnos nem eszik, akkor (a) hamis és (c) igaz, de (b) meghatdrozatlan, paradox mondat.
4. A kovetkez6 példa Kripkétsl szérmaziszI
Jones csak azt az (a) mondatot 4llitotta a Watergate ligyrdl, miszerint Nixon éllitdsainak a tobbsége a Watergate

tigyr6l hamis. Nixon viszont azt a (b) mondatot allitotta, hogy minden amit Jones mond igaz, és még négy

masik allitast is tett az igyr6l. Vizsgaljuk meg mi az igazsagértéke Jones (a) nevi és Nixon (b) nevli monda-

2Saul Kripke, ,,Outline of a Theory of Truth” in Martin, Robert L. eds. : Recent Essays on Truth and the Liar Paradox (1984)
Oxford University Press, New York
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tainak attdl fiiggden, hogy az egykori elndk hdny éllitdsa hamis vagy igaz. Az elektronikus tdblazat Nixon-0
munkalapja tartalmazza a lehetséges tényeket. Feltételezziik, hogy Nixon ’sentencel, 2, 3 és 4’ nevii mondatai
igazsagértékkel rendelkeznek, és ezek szamatdl fiiggden megvizsgaljuk a kovetkezményeket, melyek a Nixon-
1 munkalapon lathaték. Ha Nixonnak csak egy vagy kevesebb mondata igaz a négybdl, akkor a modell szerint
mind (a) mind (b) igaz. Ha viszont Nixonnak csak egyetlen, vagy kevesebb hamis éllitasa volt, akkor viszont
mind (a) és mind (b) hamis. Abban az esetben, amikor fele-fele ardnyban oszlanak meg Nixon igaz és hamis
allitasai, akkor sem (a) sem (b) nem bir dllandé értékkel, igy nem tekinthet6k allitdsnak. Mindezeket bemutatja
a modell, melynek az imént frtam le a mikodését egy alkalmas kozlési nyelven. Ez a kozlési nyelv az eredeti
probléma nyelvi szintjéhez képest meta-metanyelvi szintd, céfolata Kripke azon véleményének, miszerint a

Tarski féle igazsdg koncepcié nem buldogul az ismertetett példaval.

5. Kiilonosen érdekes a kovetkezd feladvany. Egy kirdly, aki minddssze egy hétig uralkodott, és a hét minden

napjan csak egyszer, egyetlen allitas erejéig sz6lalt meg, az 6t6dik napon a kdvetkez6t mondta:

A kirdly mindig igazat mond.

A kérdés az, hogy igazat mondott-e vagy hamisat ezzel a mondattal? Tegyiik fel, hogy pontosan ismerjiik
e-kirdly torténetét, és igy azt is tudjuk, mikor mit mondott. Ebben az esetben id6ben Kkiteritve, mintegy
négydimenzids térben dbrazolhatjuk az eseményeket. Események lesznek a megszoélaldsok, de nem a meg-
nyilatkozasok éaltal kifejezett allitdsok (propozicidk). Utdébbiak igazsagértékei idStlenek. Akkor miképpen
dbrazolhat6 a kimonddsuk? Nem egyértelm( az sem, miképp értette a kirdly a mondatot. Ha a mondat csak a
kimonddsa el6tt és utdn elhangzott mas mondatokra vonatkozik, akkor igazsdga nem tartalmaz korbeforgast, és
egyértelmd fliggvénye az eseményeknek. Amennyiben ettdl eltér6en a mondat 6nmagara is vonatkozik, akkor
sajndlatos médon két valasztdsunk van. Ha a kirdly minden mds mondata igaz volt, akkor ezt a mondatot is
igaznak tekinthetjiik. Vélekedhetiink azonban ugy is, hogy barmit is mondott a kirdly mds alkalmakkor, ez a
mondata hamis, mert megsért bizonyos logikai elveket. Ha ebben igazunk van, akkor legalabb egyszer hamisat
mondott a kirdly, és igy ez a tény Onmagét is aldtdmasztja. A megoldds vazlatat a kordbbi dbra, a tovédbbi
részleteket az elektronikus modell king0 és kingl munkalapja dbrdzolja. A mdsodik a targynyelvi szintnek
megfelel6 automata, mig az elsé (king0 munkalap) a metanyelvi szint. Ennek az *output function’ nevi tablazat
meséli el a kirdly torténetét, hogy melyik nap mit mondott. A tibldzat nem magukat a mondatokat, hanem a

mondatok neveit tartalmazza. A mondatok nevei az egyszertiség kedvéért szdmok. A szdmokat olyan médon

valasztottam meg, hogy az igazaknak pdratlan szdmok, mig a hamisaknak paros szdmok felelnek meg. A har-
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v

madik sorban 1év6 *value’ érték ezt dbrazolja. Ha a pénteki nap kivételével megvaltoztatjuk a kirdly valamelyik

A kiraly torténete

Mondat nevek

oH
mK
oSz
OCs
mP
oSzo
|y

Igazsag értékek

1.8. dbra. A kirdly torténete

nap mondott mondatat, azaz egy mds szdmot {runk a masodik sorba, akkor megvaltozhat az igazsagérték is.
Prébéljuk ki, de a pénteki nap értékét ne mddositsuk, mert a pénteken elhangzott mondat jelentése rogzitett.
Ez a mondat targynyelvi szinten, a king]l munkalapon taldlhat6, és a pénteki megnyilatkozashoz tartozé cella
értéke ide mutat. Figyeljik meg, ha csak egyszer hamissdgot adunk a kirdly szdjdba, 6rokre megvaltozik
annak a mondatnak az igazsdgértéke, hogy ’A kirdly mindig igazat mond.” Ezen mondat értéke 11, ha igaz,
—12 ha hamis. A targynyelvi (kingl munkalap) szinten 1év6 E2 cella értéke mutatja "A kirdly mindig igazat
mond’ mondat igazsagértékét. A cellaba kattintva lathatjuk az 0sszefiiggéseket. A 'mindig’ azt jelenti, hogy
uralkoddsa hetének mind a hét napjan. Figyeljiik meg, hogy ha valamelyik nap hamisat mondott a kirdly, akkor
utdna nem tudjuk meg nem torténtté tenni ezen esemény hatdsat. Hidba véltoztatjuk vissza a modellben pl.
a hétfén mondott mondatot igazra, a metanyelvi szinten megjelend automata kimenete tobbé nem lesz igaz.
Egyediil az egész tdbldzat jra kinyitdsa segit, mintegy djra inditva a modellt. A[1.8] dbrdn egy szines grafikont
is taldlunk. Ennek egyik dimenzidja dbrdzolja a kirdly napjainak idejét, s a napokon elhangzott mondatokat,

mig a masik, vizszintes dimenziéban a mondatok id6tlen igazsagértékeit lathatjuk (1=igaz, O=hamis).

Osszefoglalas

Egy korben forgé logikai szerkezeti mondat esetén harom feladatot kell megoldani:

(a) Leirni a jelenséget. Ez természetes nyelven konnyen sikeriilhet, és szamos megoldds van a probléma
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targyaldsédra a fuzzy halmazoktdl a kvantummechanikéig En arra tettem javaslatot, hogy a problémat
ne formuldkkal, hanem miikod6 modellekkel irjuk le. Ilyen modell lehet egy fizikailag 1étezd digitalis

dramkor, vagy egy elektronikus dokumentum is.
(b) Feltarni, hogy mi a baj ezzel a mondattal.

(c) Javaslatot tenni a hasonl6 problémék elkeriilésére.

A most vizsgdlt taldinyos mondatokat csak szemantikailag zart nyelven lehet megfogalmazni. Ezért ha
elkeriiljiik a szemantikailag zart nyelvek haszndlatét, akkor nem fenyeget az ilyen tipust paradoxonok rémeE]
Az a kérdés azonban nyitva marad, hogy miért nem. Megkiséreltem megmagyarazni a jelenséget a probléma
atfogalmazésaval a véges automata modellek segitségével. Azt llitottam, hogy a korbeforgé logikai szerkezett
mondat nem 4llitas, hanem egy jelenség, és ezért az idében modellalhaté olyan médon, amilyen médon sok
mds iddbeli jelenség is modelldlhat. Erre alkalmasak a véges automatdk vagy a nekik megfelel6 digitélis

aramkorok, illetve az ezeket szimuldld szamitégépes programok. Ezekkel:

(1) Le lehet adekvat mddon irni egy korbeforgé logikai szerkezetli mondatot.

(2) Lehet egy magyarizatot adni arra, hogy miért hiba ha egy gondolat kérbeforgé? A hiba a mindennapi és

az igazsag dimenzié egybemosdasa.

(3) Barmilyen véges bonyolult mondat halmazrél, amelyik modelldlhat6 véges automataval, véges sok 1é-

pésben el lehet donteni, hogy tartalmaz-e kdrbeforgé logikai szerkezetli mondatot.

Ezzel nem a szemantikai paradoxonok univerzdlis elkeriilésre tettem javaslatot. Els6dleges célom a leirds,
modellélés, annak a megjelenitése, hogy gondolatok, mondatok egy véges halmaza korkoros logikai kapcsolatot
tartalmaz. Ha a javasolt modell kimutatja, hogy a mondatok egy halmaza adott tulajdonsdgu, akkor a monda-
tok bizonyosan korben forgdak, de nem allitom, hogy minden hibat képes kimutatni. Meglehet, hogy adott
esetben a mondatoknak az az elemzése, amire a véges automata modell képes, nem elégséges. Ugyanakkor

a véges automata modellekkel vilagosan ki lehet mutatni, hogy a szemantikailag zart nyelv lehet6sége olyan

2*A paradoxon tjabb megkozelitéseit ismerteti Szab6 Zoltan ,Paradoxon vagy antinémia?” in. Tertium non datur (Vilogatott
logikai-metodolégiai tanulmanyok 1984-1990) (2000) Osiris, Bp. 212-230 o. Els6é megjelenés: Tertium non datur, 5 (1988), 77-88 o. ;
angolul J. Barwise and J. Etchemendy, The Liar. An Essay on Truth and Circularity, Cambridge 1987, CSLI Lecture Notes.

BNevezetes tanulmdnyaban Tarski igy fogalmaz: ,, ...nem létezhet olyan ellentmonddsmentes nyelv, amelyre érvényesek a logika
szokdsos torvényei, és amely emellett kielégiti a kovetkezd feltételeket: (I) tetsz6leges mondat mellett, amely a nyelvben el6fordul,
az illetd6 mondatnak egy bizonyos egyedi neve is hozzatartozik a nyelvhez; (II) minden olyan kifejezést, amely ugy keletkezik, hogy
»X igaz akkor és csak akkor ha p.«-ben a ’p’ szimb6lumot a nyelv tetszdleges mondatdval, az *x’ szimbdlumot pedig az illet6 mondat
valamely egyedi nevével helyettesitjiik, a nyelv igaz mondatanak kell elfogadnunk; (III) a széban forgé nyelvben megfogalmazhaté
és igaznak elfogadhaté egy empirikusan megalapozott és a-val azonos jelentésti premissza.” (Ahol a: ’c nem igaz mondat’ azonos
c-vel.) Tarski ,,Az igazsig fogalma a formalizélt nyelvekben” (ford. Méaté Andras és Ruzsa Imre) in: Bizonyitas és igazsag, Gondolat,
Budapest. 1990. 73. o.
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automatdknak felel meg, amelyek nem kombinicids struktirdjiak, és adott esetben nincs 4llandé kimeneti
allapotuk. Elképzelhets, hogy a szemantikai zartsdgot megengedd nyelvek vagy elméletek helyes mondatainak
olyan sorrendi hdlézatok felelnek meg, melyeknek kimeneti dllapota az dllanddsult dllapotban csak a bemeneti
allapotoktdl fiigg, a bels6 allapottdl nem. Ezzel szemben a hibds mondatoknak megfelel6 automatdknak nincs
minden bemenetre dlland6sult dllapota, vagy ha van, az nem mindig fiiggvénye a bementi allapotoknak. Ha-
sonléan ahhoz, amit Kai-Uwe Kiihnberger sejtet, miszerint egy elfogadhatatlan korbeforgé logikai szerkezeti

mondat nem alakithat6 at jélfundalt forméra

%_Conjecture 2.6.1 A circular entity is pathological if it does not allow an appropriate representation that is well-founded in the
mathematical sense of wellfoundedness.” Kiithnberger i.m. 41. o.
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1.3. Kripke ellenpéldaja

Megjegyzés Tarski igazsag koncepcidja allitélagos korlatairél

Elohang

1977. oktéber 25-én bekiildtem egy par oldalas irast a Magyar Filoz6fiai Szemlének, amelyik a hazug para-
doxont targyalta 1j megkdzelitésben. Azt éllitotta, hogy a paradoxon logikai szerkezete hasonlit az egyszer(
villanycseng6 miikodéséhez, leszdmitva a fizikai eszkoz miikodésének iddbeli jellegét. A csengd karja akkor
van meghtiizva, ha el6tte nem volt, és forditva, ha nincs meghizva, akkor a kovetkez6 id6pontban egyet kondul
a cseng6. Meglepd modon Kéri Elemér professzornak tetszett az otletem, de azt javasolta, hogy egészitsem
ki a probléma torténetének bemutatdsdval és magyardzzam el jobban, akkor lek6zlik. Engem azonban kevéssé
érdekelt a probléma torténete, és sajnos nem tudok — azdta sem tudok — j6l magyardzni, olyanoknak beszélek
érthetden, akik maguk is hasonlékat gondoltak. [rasomat megmutattam Ruzsa Imre professzornak is, aki
figyelmesen elolvasta, de tévesnek, alapvetden elhibazottnak taldlta. Adott nekem egy minddssze egy oldalas
tomor megjegyzést arrdl, hogy Tarski szellemében hogyan kellene helyesen kezelni az igazsaggal kapcsolatos
filozofiai-logikai problémdkat. Megéreztem, hogy valamit nem értek kell6 mélyen, és ezért egy ideig nem
foglalkoztam tovdbb a problémdval. De hidba olvastam el dja és tijra Ruzsa megjegyzését, nem értettem.
Pontosabban minden szavat értettem, csak a l1ényeget nem. Azoéta szamos feliiletes, s6t alapvetden elhibazott
vagy egyenesen hajmereszt6 értelmezését olvastam Tarski igazsag elméletének, még jelentds, neves filozéfusok
részEérdl is. Csaknem hisz év miilva értettem meg a Tarski féle igazsag felfogas logikai-filozdfiai 1ényegét, és
most mar értem egykori tanirom megjegyzését, laitom, hogy igaza volt. Ugyanakkor az évek soran a probléma
nem hagyott nyugodni, Gjra és djra megfogalmaztam az Gtletemet, mindig egy kicsit masképp. Tobb irdsom is

targyalta a szemantikai paradoxonokat, olyan is volt, ami megjelent. Most tjra nekifutok.

I. A probléma bemutatasa

Saul Kripke emliti nagy hatdsi tanulmanyédban a kovetkezd tanulsagos ellenpéldat, melyen Kripke szerint
Tarski igazsag felfogdsa elbukik Hogyan értékeljiik az igazsdgérték szempontjdbdl az aldbbi megnyilat-
kozasokat, ahol Jones (c2) és (c6) mondatot, Nixon pedig a (c3), (c4) és (c5) mondatokat allitotta: Jones ezeket
mondta:

(c2) Nixon Watergate-iigyrdl tett nyilatkozatainak tobbsége (tobb mint a fele) hamis.

*"Most (i.e., a majority) of Nixon’s assertions about Watergate are false. ...Everything Jones says about Watergate is true.” Saul
Kripke, ”Outline of a Theory of Truth” [[18] Megtaldlhaté a neten, de benne van a Robert L. Martin altal szerkesztett “Recent Essays
on Truth and the Liar Paradox” konyvben (1984) [21] pp. 53-81. Legtjabb munkdjaban visszatér a kérdéshez: “Ungroundedness in
Tarskian Languages” [[19]]. Tarski {rdsai "Bizonyitds €s igazsdg” cimmel jelentek meg 1990-ben [33]]. Jon Barwise és John Etchemendy
”Liar” [[16]c. konyve szintén alapm{ive a témanak. Anil Gupta és Nuel Belnap “The Revision Theory of Truth” [12] c. konyve sajatos
felfogdst mutat be. A klasszikus felfogdssal kapcsolatban érdemes elolvasni Quine The Ways of Paradox [27]] c. konyvét is.
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Ezen kiviil Jones a 'mondat6’ mondatot mondta, melynek neve (c6), igazsagértéke b6.

Nixon ezeket mondta:

(c3) Jones minden Watergate-iigyrol tett allitasa igaz.

Ezen kiviil Nixon a 'mondat4’ és *'mondat5’ mondatokat 4llitotta, ezek nevei rendre (c4) és (c5), igazsdgértékei
b4 és b5. A harom fiiggetlen mondat (mondat4, 5 és 6) sem direkt sem kozvetve nem vonatkozik a torténet
szerepl6i mondataira, azaz nem utal sem (c2)-re sem (c3) ra.

Tekintsiik rogzitettnek, hogy melyik mondatot mondta Jones és melyiket Nixon. Igy az is rogzitett, hogy Nixon
allitotta a 'mondat4’ és "mondat5’ mondatokat, mig a “'mondat6’ mondatot Jones mondta. Az[I.21] tdbldzattal

igy dbrdzolhatjuk, hogy melyik mondatot ki mondta:

’ Mondat-személy reldcid H Jones | Nixon ‘
(c2) Nixon Watergate-iigyr6l tett nyilatkozatainak tobbsége hamis. || d2 =1 | e2 =0
(c3) Jones minden Watergate-iigyrdl tett 4llitdsa igaz. d3=0|e3=1
(c4) mondat4 dd=0]ed=1
(c5) mondat5 db=0]eb=1
(c6) mondat6 d6=1|e6=0

1.21. tablazat. Jones é€s Nixon mondatai

I1. Az értékelés alapgondolata

A (c4), (c5) és (c6) mondatoknak az értékelése fiiggetlen tény, nem fiigg sem Jones, sem Nixon semelyik
mondatatél. Figyeljik meg, mind (c2) mind (c3) mondat haszndlja az ’igaz’ vagy a hamis’ predikdtumot,
és mindkét mondat igazsdgértéke valamilyen modon a masik igazsagértékétdl is fiigg. Ezek alapjan a (c2) és
(c3) mondatok igazsidgértéke csak és kizdrdlag a *'mondat4, mondat5 és mondat6’ mondatok igazsdgértékétol,
illetve a (c2) és (c3) mondat kolcsondsen egymadsra valé hivatkozasatol fiigg. A mondatok koziil azonban
kizarélag a 'mondat4, mondat5 és mondat6’ allitasokat értékelhetjiik szabadon, a (c2) és (c3) mondatokat nem.
A (c2) és (c3) mondatok igazsdgértéke valahogy kovetkezik a médsok harom értékelésébdl, bar még nincsen
mddszeriink annak pontos meghatirozasara. Annyi beldthatd, hogy (c4), (c5) és (c6) mondatok igazsagértékei
hatdrozzdk meg, hogy van-e, €s mi az igazsidgértéke Jones (c2) és Nixon (c3) mondatdnak. Ez 6sszesen nyolc
variciot jelent, a kovetkezkben valamennyi esetet megvizsgaljuk. A kérdés az, hogy milyen nyelven és milyen
eszkozokkel tehetjilk meg ezt? Hogyan tudjuk Jones (c2) és Nixon (c3) mondata igazsagértékét meghatdrozni?
Vizsgaljuk ezt meg kozelebbrdl.

Nixon szerint Jones minden mondata igaz. Mivel Jonesnak &sszesen két mondata van, ezért Nixon az aldbbit
allitja: Jones minden Watergate-iigyrdl tett allitdsa igaz pontosan akkor, ha Nixon Watergate-iigyr6l tett nyilat-

kozatainak tobbsége (tobb mint a fele) hamis és 'mondat6’ igaz. A jelolések folhaszndldsdval jobban l4tjuk a
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logikai kapcsolatokat.

Nixon: (c3)-igaz pontosan akkor ha (c2)-igaz és (c6)-igaz

Jones komplikdltabb allitdst tett Nixon mondatair6l. Szerinte Nixon mondatainak tobbsége hamis. Nixon
harom mondatot mondott. Csak tigy lehet ezek tobbsége hamis, ha legfeljebb egyetlen igaz a hdrombdl. De
mi van akkor, ha nem csak a tobbsége, hanem Nixon valamennyi allitdsa hamis? Mi a helyzet, ha Jones (c6)
mondata is hamis? Milyen médon lehet valamennyi lehet&séget kiszamitani? Milyen nyelven lehet a feladatot
ugy megfogalmazni, hogy kénnyen szdmba vehessiik az 0sszes eshetdséget? Az aldbbi tdblazat dsszefoglalja
az eddigieket és bemutatja a kovetkezSkben alkalmazott mondat értékeléseket. A [I.22] tabldzat jobb oldali
oszlopdban e2 x b2 = 1 ha b2 igaz és Jones allitotta (c2) mondatot, e3 x b3 = 1 ha b3 igaz, és Jones dllitotta
(c3) mondatot, stb.; a masodik sorban b3 = 1, pontosan akkor, ha a Jones altal allitott valamennyi mondat igaz.

Nixon mondatainak szama e9.

’ Mondat H Ertékelés
(c2) Nixon Watergate-iigyrdl tett | b2 = Ha ((0,5 > (e2 x b2+ €3 x b3 + e4 x b4 + eb x b5 +
nyilatkozatainak tobbsége hamis. e6 x b6)/e9); akkor b2 = 1; mas esetben b2 = 0)
(c3) Jones minden Watergate- || b3 = (Ha d6 = 1; akkor b6; mds esetben 1) x (Ha d5 =
tigyrdl tett dllitasa igaz. 1; akkor b5; mds esetben 1) x (Ha d4 =

1; akkor b4; mds esetben 1) x (Ha d3 =
1; akkor b3; mas esetben 1) x (Ha d2 =
1; akkor b2; mds esetben 1)

(c4) mondat4 b4 =0 vagy 1
(c5) mondat5 b5 = 0 vagy 1
(c6) mondat6 b6 = 0 vagy 1

1.22. tdblazat. Mondatok igazsagértékei

I11. A Klasszikus felfogas korlatai

Alfred Tarski alapvetd belatasait kovetve, nincsen vezérfonalunk abban az irdnyban, hogy a Jones altal hasznalt
igazsdg fogalmat helyezziik el az elsé metanyelvi szinten, és a Nixon 4ltal haszndlt igazsdg fogalmat eggyel
feljebb, egy mdsodik metanyelvi szinten, vagy éppen forditva. Az ugyanis nyilvanval6, hogy mivel mind-
két igazsdgfogalom terjedelmébe beletartozik a masik igazsidg predikatum egy alkalmazasa, a két metanyelvi
igazsdg predikdtum nem lehet egyazon metanyelvi szinten. Ezt méltdn hangsilyozza Kripke ama nevezetes
tanulmédnydban. A Tarksi dltal megrendszabdlyozott formélis nyelven a fenti érvelés, a nyelv keretei kozott,
annak részeként, valamilyen Tarskidnus igazsdgfogalmat alkalmazva meg sem fogalmazhaté. Ebben is igaza
van Kripkének. (Az mds kérdés, hogy ez a korldtja a klasszikus felfogdsnak erény-e vagy hiba? Szerintem
erény.) Abban viszont sem Kripkének, sem mdsoknak, akik alternativ igazsag koncepciét dolgoztak ki, nincsen

igaza, hogy a szokdsos Tarskidnus logika felfogdsdban maga a jelenség, ahogy a szemantikai paradoxonok
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megjelennek, ne lenne leirhatd, modelldlhat6. Ebben az esetben a paradoxont jelenségként, egyfajta esemény
sorozatként fogjuk fel, és nem pedig egy helyesnek tekintett logikai nyelv keretei kozott megfogalmazott
érvelésként. A kovetkezOkben tobbféle modellt is bemutatok, ahol a modellek viselkedése szimuldlja azt a
jelenséget, amikor szemantikai paradoxonokba iitk6ziink. Tehit nem egy djabb formélis nyelvet konstrudlok,
hanem modelleket, melyekkel metanyelvi szinten, szemantikai értékel6 fiiggvényeket alkalmazva, de a klasszi-
kus logika keretei kozott maradva ifrom le a jelenséget. A modellek szimuldljdk a szemantikai jelenséget. A
modellek nem az ’igaz’ és "hamis’ szavakat hasznaljak, hanem az ezeknek megfeleld °1° és ’0’ jelsorozatokat.
Némelyik esetben az *1° és 0’ szamjelek puszta karakterek, mas esetben szdmokat jelentenek. Ut6bbi eset

akkor 4ll fenn, amikor aritmetikai fliggvényekkel kapcsolatban haszndlom azokat.

IV. Aritmetikai transzformacio

Tetszbleges s mondat igazsagértékét

s| jeloli. A ¢ fiiggvény az igazsdgértékekhez szamokat rendel, az hamis-

hoz a nullét, az igazhoz az egyet.

(4.1) ¢2 pontosan akkor ha 0,5 > (&|c3| + £|c4| + €|c5])/3
(4.2) c3 pontosan akkor ha c2 és c6
(4.3) 2 pontosan akkor ha 0,5 > (£]c2| x &|c6| + &|c4| + €|c5])/3
Bevezetve a kézenfekv§ definicidkat: b2 := &|c2]; b3 := &|c3]; b4 := &|cd]; b5 := &|cl; b6 := &|c6]; ezt kapjuk.
(4.4) b2 = £]0,5 > (b2 x b6 + bd + b5)/3)]

Az egyenlet legegyszer{ibben tablazatkezel6 programok alkalmazéasaval oldhaté meg, melynek segitségével az
alabbi igazsagtablazatot kapjuk. Emlékeztetiink arra, hogy b2 Jones mondta értéke, és b3 Nixon mondata értéke,
ahol b2 ismeretében b3 konnyen kiszdmolhatd: b3 = b2 x b6 Ahol nincsen megoldas — nincs fix pont — ottan a

tablazatkezel nem ad alland6 értéket, hanem ingadozik a 0 és 1 értékek kozott.

V. Véges automata modell

Az[1.9 abra mutatja, hogy a mondatok Osszefiiggéseit digitalis dramkorok Osszefiiggéseivel is szimuldlhat-
juk. Az édbra szerint az dramkorok kimeneti allapota 6nmagatol is fiigg. A visszacsatolds az igazsag értékek
cirkularitdsit szimuldlja. Az ilyen visszacsatolt dramkordket sorrendi hdlézatoknak nevezik, mert miikodésiik
nem irhaté le egyszeriien a bemeneti jelek fiiggvényeként. Leirdsukra nem alkalmas az igazsag fiiggvények

nyelve, mds matematikai eszkozre van sziikségiink. A kordbbiak alapjin elkészitjiik a probléma Mealy féle
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Jones's sentence

Nixon's sentence

1.9. abra. Elektronikus modell

véges automata szimulaciéjat. Az automata kimenete Jones és Nixon mondata értéke, bemenete a tobbi mondat

értéke. Az automatédnak két bels6 allapota van, melyek a mondatok értékelése szituicidit szimuldljak.
(5.1) kimenet = A(bement, bels éllapot)
(5.2) kovetkezd belsé édllapot = 0 (bement, belsd allapot)
(5.3) belsd allapot (szituacid) = 0,1
(5.4) bemenet =< b6, b5, b4 > azaz a harom mondat.
(5.5) kimenet =< b2, b3 > azaz Jones és Nixon mondata

Az automata miikodését —a J és ) fiiggvényeket — a és tablazat hatdrozza meg.

V. Osszefoglalas

Kripke ellenpélddja valéban nem irhaté le a Tarski kritériumédnak megfeletetett, megrendszabélyozott nyelven,
ahol élesen elvalnak a nyelvi szintek. Nem irhaté le, de modellalhat6 a klasszikus logika szellemében, ahol
a modell id6beli viselkedése és Osszefiiggései felelnek meg a nyelvi szintek dsszekeverésébdl fakadé logikai-
szemantikai Osszefliggéseknek. A modell maga, mar ismét leirhaté a klasszikus logika keretelméletén beliil.
Tehat Kripke ellenpélddja nem, de az azt szimulalé véges automata modell igenis leirhaté Tarski igazsdgelmé-
lete, azaz a klasszikus igazsdgfogalom segitségével. A megoldds, tehit egyfajta meta-metanyelv alkalmazésa.
Az igazsagértékek szemantikai on-referencidjat tartalmazé mondatok logikai viselkedését véges automata mo-
dellekkel szimulaltuk. Nem alkottunk dj nyelvet, nem vezettiink be 1j igazsag fogalmat, a modell a klasszikus
igazsdg felfogdst szimuldlja. A modell bemenetei képviselik a logikai értékelést, kimenete az Osszetett, 6n-
referencidlis mondat igazsagértékét.

A véges automata modell a kibertérben miikoddik is, és bidrmely bemenetre megadja a kimeneti értéket. Amelyik
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bemenetre nincsen megolddsa a problémadnak, azaz ahol ellentmondésba keverediink (nincs fix pont), ottan
az automatdnak nincsen stabil (4dllandésult) dllapota és felvéltva ingadozik az 1 (igaz) és O (hamis) allapot
kozott. Ilyen médon pl. a hazug paradoxon tobbféle verzidja is szimuldlhat6 véges automatdk segitségével. A
szemantikai értékek véges automata miikodéssel torténd szimuldldsa azokban az esetekben alkalmazhatd, ahol
a targyaldsi univerzum véges. A miikodd modellek innen letolthetéek:
http://ferenc.andrasek.hu/models/kripke—-s—counterexample.xls

http://ferenc.andrasek.hu/models/liar-models.x1ls


http://ferenc.andrasek.hu/models/kripke-s-counterexample.xls
http://ferenc.andrasek.hu/models/liar-models.xls
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mondat6 | mondatS | mondat4 H Jones mondata | Nixon mondata

0 0 0 1 0

0 0 1 1 0

0 1 0 1 0

0 1 1 0 0

1 0 0 1 1

1 0 1 Nincs fix pont | Nincs fix pont

1 1 0 Nincs fix pont | Nincs fix pont

1 1 1 0 0

1.23. tdblazat. Mondatok értékelése

| o fJoft] (Aot
000 || 0|1 000 || 10 | 10
001 {01 001 || 10 | 10
010 {0 | 1 010 || 10 | 10
011 |0 |1 011 || 00 | 00
100|010 100 || 11 | 11
101 | 110 101 || 11 | 00
110 | 110 110 || 11 | 00
111 | 0|1 111 || 00 | 00

1.24. tablazat. Bels6 4llapot dtmenet 1.25. tablazat. Kimenet
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1.4. Otavio Bueno a masodrendii logikardl

Otavio Bueno: Second-order Logic revisited

A nemlétezés problémdjaval foglalkozé dolgozatomban a mdasodrendd logikdt haszndld javaslatok kapcsan
megemlitettem Otdavio Bueno egy irdsat: Second-order Logic Revisited Ennek az irasnak a tovabbfejlesztet
véltozata 2010-ben megjelent ,,A Defense of Second-order Logic” cimmel Bér csak négy oldallal hosszabb
a korabbi valtozatnal, mégis sokkal letisztultabb, vildgosabb, bar az olvasétél tobb matematikai-logikai tajéko-
zottsdgot feltételez. Nem konny( olvasmény, de fontos, mert szdmos ponton kapcsolddik az dltalunk vizsgalt
metafizikai-ontoldgiai kérdésekhez és részletesen taglalja a misodrendd logika lehetséges értelmezéseit is.
Sajnos az ismertetése meghaladja ennek az irdsnak a kereteit, most csak egyetlen kérdéskorre térek ki roviden.

Mi is az a masodrendi logika? Tekintsiik a kovetkezé mondatot:

(1) Te rendelkezel olyan jo tulajdonsdggal amivel én nem.

Ennek a mondatnak a 1ényegét igy formalizdlhatjuk a klasszikus masodrendd logika nyelvén:

(2) Jaf jo-tulajdonsdg () & ~ a(én) ~ ate)]

Vajon mit jelent az ‘e’ valtoz6 haszndlata, mik az értékei? Az o valtozo értékei predikatumok nem pedig
egyedi dolgok, és a ‘jé-tulajdonsag’ predikdtum pedig masodrendli predikatum, mivel a terjedelmébe olyan
elsérendl predikdtumok martoznak, melyek terjedelmét személyek (egyedi dolgok) alkotjdk. A (2) mondat a
sz0 logikai értelmében elkotelez benniinket a tulajdonsdgok 1étezésében vald hitben. Ez természetesen nem
jelenti azt, hogy a tulajdonsagok a személyekhez hasonléan a tér valamilyen pontjan 6nalléan 1éteznek, de va-
lamiféle 1étezést mindenképpen jelent. Mdsodrendd logika helyett jelen esetben(kordntsem mindig) valamilyen

halmazelméleti nyelvet is hasznalhatunk:

(3) Jafa € a — j6-tulajdonsdgok-halmaza & én € a & te € af

Ebben a megformuldzasban halmazokat alkalmazunk, igy valamilyen logikai-matematikai értelemben azok

1étezésében is hisziink. Quine ez utébbi megfogalmazist preferilta.

20t4vio Bueno:A Defense of Second-Order Logic, [4]
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Nézziink egy masik mondatot. Ez utébbi mondatnak az az érdekessége, hogy els6 ranézésre a formalizalasa

nem igényel masodrendi logikat. De gondoljuk végig alaposan, megtévesztd a felszini nyelvi szerkezet.

(3) Néhany kritikus csak masvalakit csodal maguk koziil, ha ugyan. (Geach-Kaplan példamondata nyo-

man.)

Hogy kell ezt érteni? A formuldk ezt nagyon j6l elmagyardzzdk, jobban mint a természetes nyelv. A jobb

attekinthetdség végett a predikdtumok argumentumait nem tettem zardjelbe, mert igy konnyebben érthetd.

(4) 35 (Fu.Su & Vu(Su — kritikus — u) & VuVo((Su & u — csoddlja — v — t) — (Sv& u # v)))

Figyeljiik meg, ha senki nem csodél senkit, az is modellje a formulanak, de senki nem csodalhat valakit a
kordn kiviil, és a koron beliil meg 6nmagéval senki sem lehet eltelve, senki nem csodélhatja Snmagét. Erdekes
egy vilag ez. Készitsiink modelleket egyszer(i grafokkal ![T_g] Quine (4)-et is halmazokkal fogalmazta meg:

(5)3SFuu € S&Vu(u € S — u € C) &Vuvo((u € S &udv) — (v S&u#v))Y

Quine ugy gondolta, hogy a masodrendi logika dlruhdba 6ltdztetett halmazelmélet. Otdvio Bueno — véle-
ményem szerint helyesen — azokkal ért egyet, akik elvetik ezt az azonositdst. Ugyanis a masodrend{i logikdban
érvényes a ‘IXVz X (x)” formula, mig az ennek megfeleld ‘IXVx(x € X)* formula nem érvényes pl. a ZF
halmazelméletben. Egy masik 1ényeges kiilonbség, hogy az azonossidg fogalma definidlhaté a méasodrendd
logikaban, mig az ennek megfeleld halmazelméleti formula 6nmagéaban nem elegendd az azonossag definicidja
gyandnt. Ezt sajnos én is eltévesztettem egy régebbi az azonossigrél sz616 tanulméanyomban. Erdemes kicsit
alaposabban koriiljarni a problémat, mert szdmos vonatkozasat nem ismeri ennek sok analitikus filozéfus.

Az azonossig masodrendi logikai definici6ja a kovetkezd:

(6) z =y := Valax — ay]

2V.5.: John MacFarlane: Plural Quantifiers, UC Berkeley, Philosophy 142, Spring 2016—Philosophy 142

3 How are we to formalize such sentences? The traditional view, defended for instance by Quine, is that all paraphrases must be
given in classical first-order logic, if necessary supplemented with set theory. In particular, Quine suggests that (3) should be formalized
as
3S(Fu.u € S ~Vu(u € S — Cu) &Vuvv(u € S& Auv - v € S&u # v))”
Egy elirést kijavitottam a fenti formuldban — Cu’ formula helyett is halmazt ‘u € C” alkalmaztam — és a prefix ‘Auv’ irdsmodot infixre
‘uAv’ cseréltem a jobb érthetdség végett.
Linnebo, Pystein, ,,Plural Quantification”, The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Fall 2014 Edition), Edward N. Zalta (ed.), URL=
<http://plato.stanford.edu/archives/fall2014/entries/plural-quant/>|


URL = <http://plato.stanford.edu/archives/fall2014/entries/plural-quant/>
URL = <http://plato.stanford.edu/archives/fall2014/entries/plural-quant/>
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Ruzsa Imre folhivja a figyelmet arra, hogy a definiensben sziikségtelen volna a bikondiciondlis haszndlata.
Az ennek megfelel6 halmazelméleti formuldban viszont bikondicionalist kell alkalmazzunk, ha az alkalmazott
halmazelméletben nincs univerzum és igy a komplementer halmaz nem értelmezhetd az univerzumra nézve. Ez

mar 6nmagaban elég fontos kiilonbség. Nézziik ezek alapjan a halmazelméleti megfogalmazast:

MNzx=y:=Valxr €a+>y€Eq]

Létszolag ez egy jo definicidja az azonossdgnak, hiszen azt mondja, hogy ha x minden olyan &sszességnek
a tagja aminek y is a tagja, és megforditva, akkor x és y azonosak, egybeesnek. Mi ezzel a baj? Az a baj vele,
hogy intuitive hasznalja a halmaz fogalmat, pl. azt, hogy mikor azonos két halmaz. A levezetésben azonban
semmi mdsra nem hivatkozhatunk, mint ami a premisszdkban ki van mondva, vagy logikailag kovetkezik a
premisszakbdl, a jelentésekre nem. A halmazok azonossdga nem logikai igazsag, azt kiilon rogziteni kell,
és azt sem tudjuk, mi kdze van a halmazoknak a fogalmakhoz. Ezt is kiilon rogziteni kell, és nem is olyan
egyszerl ez. Ezért a (7) definici6 6nmagdban nem elegendd, nem lehet belSle levezetni az azonossdg szokdsos
sémdit. A mésodrendii logikai formuldbél viszont igen. Es ez az amit sok filoz6fus nem igazan ért. Arrél van
sz0, hogy a (6) formula nem mdas mint a megkiilonboztethetetlenek azonossaga elve. Ez az elv ebben a preciz
formdban tdmadhatatlan. A filozéfusok csak akkor vitathatjdk, ha legyongitik, és pl. az 6sszes predikdtumok
korét valamilyen médon lesziikitik. Ennek egyik nyilvanvalé mddja, hogy kihagyjak a predikdtumok koziil a
‘valamivel azonosnak lenni’ tulajdonsagot. Ha ezt megtetszik, akkor valéban lehet filozofalni ezen az elven.
A médsik, aminek 4ltaldban nincsenek tudatidban, hogy a megkiilonboztethetetlenek azonossaga elvébdl ebben
a preciz megfogalmazdsban logikailag kdvetkezik az azonosak megkiilonboztethetetlensége elve. Ezt jelenti
ama tény, hogy (6) alkalmas definicidja az azonossagnak, mivel levezethetd belSle, hogy 1. minden azonos
Oonmagdval, tovdabbd 2. ha = F' tulajdonségu, és x = y, akkor y is F' tulajdonsdgd. A két nevezetes elv tehat

nem fiiggetlen egymastdl, de ezt sokan nem latjak at.
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1.5. A paradoxon ij ruhaja

A Yablo paradoxonrol

1.Bevezetés

A logikai paradoxonok irdnti érdekl8dés egyidds a filozofidval, ezért egy dj tipusdnak folbukkandsa természetes
forrasa tj filozofiai vitdknak. Onmagdban az a tény is kiilonos, mondhatndm paradox jelenség, amirSl most
sz0 lesz. Miképp lehetséges matematikardl - logikardl olykor vég nélkiili vitdkat folytatni — kérdezheti a
matematikafiloz6fdval nem fert6zott olvasé? Miképpen lehetséges, hogy félreértik egymdst a vitdzéd felek
mikozben matematikai nyelvezeten beszélnek? Logikai - matematikai vitdk kétségteleniil vannak, miképp
lehetségesek? Erre a kérdésre nem fogok itt vdlaszolni. De hogy egy picit oszlassam a homadlyt, mindenekel&tt
tisztdzom, hogy én mit értek logikai paradoxonon

Mas filozéfiai Osszefiiggésben beszélhetiink paradox helyzetr6l vagy feladatrdl, természeti jelenségrol, ér-
tekezhetiink az id6 vagy a mozgdas allitélagos paradoxonairdl, mondhatjuk hogy az emberi 1ét vagy a 1ét a
maga altaldnossdgdban paradoxidlis, most azonban egy sziikebb, ugyanakkor jobban kériilhatdrolt teriileten,
az igazsagértékkel kapcsolatos logikai paradoxonokrdl vizsgdlédunk. Sajnos még ez sem nélkiiloz minden
bizonytalansdgot, nem vildgos hogy mir6l beszéliink. Vajon a logikai paradoxon egy mondat (formadlis nyelven
egy formula), vagy az 4ltala megfogalmazott kijelentés dnmagdban, vagy a haszndlt nyelvi kornyezettel egylitt
értendd; esetleg egy érvelés, egy helyesnek tlin, 4m elfogadhatatlan eredményt ad6 levezetés a paradoxon? A
filozéfusok alapvetden kétfajta megkozelitésben értelmezik a logikai paradoxonokat. Az elsé gydgyirt keres
a kérra, a masodik mintegy tudomdsul véve a bajt, minél pontosabban leirni, modellezni szeretné azt. Az
utébbi szelid megkozelités is gyakran eredményezi a beteg jobbulasat, s6t némelykor hatékony gyégyszerek
forrasa is lehet. A logikai-matematikai paradoxonok haszna az, hogy ramutatnak téves, a bar igaznak tind
eléfeltevéseinkre. A Russell paradoxon esetén az volt a hibds foltevés, hogy minden egy-argumentumu (mas
szoval egyvaltozés) nyitott mondatnak (minden jol meghatirozott egy-argumentumu predikatumnak) megfelel
egy halmaz, melynek pontosan azok a dolgok az elemei, amire a nyitott mondat igaz; a ‘hazug krétai’ paradoxon
segitségével pedig Alfred Tarski azt bizonyitotta be, hogy az igazsdg formdlisan szabatos €s tartalmilag korrekt
meghatdrozdsa nem lehet nyelvtdl fiiggetlen univerzalis fogalom, masképp fogalmazva, nincs olyan halmaz,
amely az Osszes nyelven megfogalmazhatd Gsszes igaz mondatot és csak azt tartalmazza. @ Pontosan ez
a jelentsége a mostandban széles korlien vitatott Yablo paradoxonnak is. A vitdk, mint mds paradoxonok

esetén, most is arrdl szélnak, hogy mi a forrdsa az ellentmondasnak? Némelyek tigy vélik, a Yablo paradoxon

31 A téma locus classicusa Quine: The Ways of Paradox c. frasa in. (23]

32Mind halmazelméletb6l, mind igazsigelméletbdl tobbféle van. Ezek az alternativ elméletek a szokdsostdl eltérden értelmezik a
halmaz, illetve az igazsag fogalmat. Amit {rok, az a fogalmak intuitiv, naiv, értelmezésére vonatkozik, az alternativ halmazelméletekre
vagy igazsdg elméletekre nem, vagy csak részben.
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hasonlé a mdr jol ismert szemantikai paradoxonokhoz, melyek az igazsdgértékkel kapcsolatos kdrbenforgd
allitasbol keletkeznek. Masok tgy vélik, hogy a Yablo paradoxon nem tartalmaz koérbenforgést, hanem egy
Uj tipusi paradoxon. Maga Stephen Yablo is tigy véli, hogy az éltala folfedezett ellentmondds arra int, hogy

nyelvi szintek alkalmazdsa nem oldja meg a problémat.

A nehezen megoldhat6 vagy megoldhatatlannak vélt logikai ellentmondasoknak oridsi irodalma van a
filoz6fidban, mert ezek a kérdések a logika alapjainak az djra gondoldsdhoz vezetnek, ami pedig a filoz6fia
egyik tartéoszlopa. Ezért volt nagy visszhangja egy rovid 4m anndl vel8sebb irdsnak, amely nem kevesebbet
allitott, mint azt, hogy a hazug paradoxon egy eddig ismeretlen Uj varidnsat taldlta meg. Talan mindenki aki
manapsdg komolyan foglalkozott ezzel a kétezer éves problémdval gy vélte, hogy a rejtély megolddsdnak
a kulcsa a szemantikai onreferencia, az allitast kifejez6 mondatok igazsdga onmagétdl valo fiiggésének a
megértése. Stephen Yablo {rdsa azzal robbant be ebbe a vitdba, hogy mindez tévedés, a paradoxon akkor is
el6dll, ha 6nmagéra val6 utaldsrdl sem rejtetten sem nyiltan nincs sz6. Ha igy van rossz helyen kerestiik eddig
az igazsagértékkel kapcsolatos talanyos mondatok utveszt6jébdl a kijaratot. Meglepd allitds, de vajon igaz-e?

El6szor roviden ismertetem a paradoxonnal kapcsolatos vitdkat, majd utdna bemutatom a sajat alldspontomat.

A vita jelent6s matematikai apparatust vonultat f6l, az ezzel kapcsolatos fogalmakat elmagyardzom.

2. Torténeti vazlat

2.1.

Stephen Yablo egészen rovid, de nagyhatdsu irdsa 1993-ban jelent meg ,,Paradoxon 6nmagéra valé hivatkozas
nélkiil” cimmel. [39] A szerz6 bevezetésképpen emlékeztet arra, hogy a szemantikai 6nreferencia dnmagéaban
nem feltétlen okoz bonyodalmat. Az a magyar nyelvd kifejezés, hogy ,.ez egy négyszavas kifejezés” onmagéra
is igaz, mégsem sziikségszeri forrdsa valamilyen ellentmondédsnak. Nem emliti meg, hogy a klasszikus felfogas
szerint a veszélyes mondatok azok, ahol a mondatok igazsdgértéke fugg kozvetve vagy kozvetleniil onmagétol.
Az ilyen taldnyos mondatok minden esetben tartalmazzdk az ‘igaz’ vagy ‘hamis’ metanyelvi predikdtumot és
a hatékoriikbe tartozé mondatok neveit. Vajon megvéd-e benniinket a zavarba ejtd ellentmondasok keletkezé-
sétol, ha keriiljiik az ilyen mondatok hasznalatit? Megvéd-e benniinket, ha Alfred Tarski intencidit kovetve,
elvetjiik a szemantikailag zart nyelvek haszndlatat, nyelvi szinteket alkalmazunk, és ilyen médon kiiszoboljiik
ki pl. a "Hazug’ paradoxont? Yablo hatirozott vilasza: nem. Ime a bizonyiték, amely szerinte sem nyiltan sem

rejtetten nem tartalmazza az igazsdgérték onmagétdl valé fiiggését, azaz nem tartalmaz korkorosséget vagy
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onmagdra val6 hivatkozast.

Legyen az S, ... .S, mondatsorozat értelmezve minden n természetes szamra az aldbbiak szerianz]:

Yablo sorozat A sorban n-ik helyen all6 S,, mondat akkor és csak akkor igaz, ha a rakovetkezd Gsszes tobbi

mondat nem igaz.

Nagyon elvont ez az allitds, nehéz elképzeli, hogy milyen val6di mondat felelhetne meg a fenti sémanak.
Val6jaban itt nem mondatokrdl, hanem jelentés nélkiili formuldk sorozatardl van szd. Figyeljiink fol arra, hogy

Stephen Yablo valaminek a l1étezését is 4llitja, azaz valéjadban ezt mondja:

A Yablo paradoxon egzisztencia allitasa természetes nyelven: Van olyan igaz vagy hamis mondatokbdl allé
(megszamldlhaté) végtelen sorozat, hogy a sorban n-ik helyen all6 allé S,, mondat akkor és csak akkor

igaz, ha a mogotte 4116 dsszes tobbi mondat nem igaz.
A nevezetes sorozat elsd szinre 1épésekor az aldbbi 6ltozetben 1€pett elénk (1. sorozat):

(S1) minden k& > 1 -ra, S, nem igaz
(S2) minden k > 2 -ra, Si nem igaz

(S3) minden k& > 3 -ra, S; nem igaz

(A sorozat folytatasara utalé pontok is igy fordulnak el6 az eredeti cikkben. Kritizalhat6 a *nem igaz’ szeman-
tikai predikatum haszndlata is, hiszen az el6tte all6 mondat tipusi kifejezésb6l valahogy nevet kéne képezni,

pl. Godel szamozdassal vagy Quine féle kvazi idézbjelekkel, de ez nem silyos hiba. Megoldhat6 olyan médon,

hogy a 'nem igaz’ metanyelvi predikdtum helyett a 'nem igaz, hogy’ mondat operétort haszndljuk.

A paradoxon (az ellentmondas) informalis levezetése:

P

3 A paradoxont t5bb véltozatban is megfogalmazta. Elszor 1985-ben egy logikai szaklapban [37], majd kés6bb, részletesebb,
pontosabb forméban [40] 2004-ben.

3* A formalis nyelvek *mondat’ tipusii kifejezéseit *formula’-nak nevezik. A formuldk interpretécié nélkiil jelentés nélkiiliek, ennek
ellenére a tovdbbiakban gyakran mondatot frok, amikor valéjdban formuldrdl van szé.



1.5. A PARADOXON UJ RUHAJA A YABLO PARADOXONROL 55

A feladatunk az, hogy eldontsiik a fenti mondatsorozat tagjairdl, hogy igazak-e vagy hamisak. [°| Tegyiik
fol, hogy a sorozat n-ik tagja — S,, — igaz. Ekkor — alkalmazva Tarski T sémdjat — tigy dllnak a dolgok ahogy
Sy, mondat allitja, azaz minden k > n -re S hamis. Kovetkezésképpen (a) S,1 mondat is hamis, €s (b)
minden k£ > n + 1 —re Sj, is hamis. Vegyiik észre, hogy amit (b) allit, pontosan az amit .S, allit, tehat Sy,
igaz kell legyen! Ezzel ellentmondésba keveredtiink, mivel kordbban azt llitottuk, hogy S,,+1 mondat hamis.
Sp+1 mondat nem lehet igaz is meg hamis is, ezért a ,,reductio abszurdum” kovetkeztetési elvet alkalmazva arra
kell kovetkeztessiink, hogy kiindulé feltevésiink, miszerint S,, igaz, tévedés, kovetkezésképpen .S, hamis. Ezt a
kovetkeztetést a sorozat tetszGleges tagjara elvégezhetjiik, tehat minden S,, hamis. EbbGl viszont az kovetkezik,
hogy a sorozat minden tagja igaz, hiszen mindegyik igazsdga az utana kovetkezé mondatok hamissagatol fiigg,
és éppen ez a helyzet. Oda jutottunk, hogy a sorozat valamely tetszéleges S, tagja sem igaz sem hamis nem
lehet. Ez azért paradoxon — mint Laurence Goldstein rdmutat — mert a mondatok teljesen értelmesnek tlinnek,
megalapozottan feltételezhetjiik réluk, hogy értelmes gondolatok, allitasok kifejez6i, melyek vagy igazak, vagy
hamisak. Valéban ez a helyzet, valéban megalapozott ez a feltevésiink? Laurence Goldstein maga is koriil jarja
a kérdést, melyre visszatérek. [10] A lényeges kérdés azonban most is az, hogy mit cafol az ellentmondas,
milyen téves el6feltevésiinket kell elvessiik, mi a forrdsa a paradoxonnak?

Stephen Yablo eredeti irdsanak [|39] van harom kifogésolhat6 jellemzdje:
(a.) A sorozat bemutatdsakor a sorok jobb oldaldn 1évd zaréjeles jelek (57, Sa, S stb.), a mellettiik 1év monda-

tok megnevezésére szolgdlnak, mésrészt ezek a jelek részei az dltaluk megjelolt mondatnak, ilyen értelemben:
(S1) ="minden k£ > 1 —ra, nem igaz, hogy Si '
(S2) = "minden k > 2 -ra, nem igaz, hogy Si

(S3) = "minden k > 3 -ra, nem igaz, hogy Si '

Itt kivilaglik, hogy a sorozat eredeti megfogalmazdsa dsszemossa a nyelvi szinteket, hiszen az 51,55 . ..
nevek egyszerre megneveznek valamit metanyelvi szinten, de ugyanakkor részei a targynyelvnek. A sorozat
sorainak nevei bujtatva magaban a sorozatban is el6fordulnak. Pl. Sy szerepel az elsd sorban k = 2 érték

esetén.

SFigyeljiink fol arra, hallgatélagos kikotésre, eléfeltevésre, hogy nem koltészetet olvasunk, ezeknek a mondatoknak igaznak vagy
hamisnak kell lenniiilk minden eseteben, nem fordulhat el, hogy sem nem igazak sem nem hamisak, és az sem lehetséges, hogy
egyszerre igaz és hamis valamelyik mondat a sorozatban.
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(b) A paradoxon eredeti megfogalmazdsa mondat valtozdkat haszndl, ami kiviil esik az elsérend logikéan, és
igy a klasszikus elsérendi logikdnak szegezett tdimadas célt téveszt. Azonban a paradoxon atalakithat6 ugy,
hogy ez a kifogas elesik, és akkor a probléma élessé vélik az elsérendd logikan beliil is. Feleltessiik meg az
elsd, S1 formuldnak az S(1), formuldt abban az értelemben, hogy °S” tulajdonsdg (predikdtum) igaz ’1’-re, a
masodik, Sy formuldnak az S(2), formuldt abban az értelemben, hogy *S” tulajdonsdg (predikdtum) igaz ’2’-
re, ... feleltessiik meg az n-edik, S,, formuldnak az S(n), formulét abban az értelemben, hogy *S” tulajdonsag
(predikdtum) igaz 'n’-re. Sorszdmok helyett barmi széba johet, amik teljesen rendezve vannak, elég sok van
beldliik, és van minimadlis eleme a sorozatnak, hogy el tudjunk indulni.

(c) A cikk nem bizonyitast mutat be olyan értelemben, hogy vannak vildgos premisszdink, amibdl kovetkezik
valami, amirdl a cikk szdl. A cikk ett6l némileg eltér6en bemutat egy végtelen formula sorozatot, amelyik gy
tlinik, hogy logikailag korrekt formuldk, formalis nyelvi mondatok sorozata, majd felszolit, hogy hatarozzuk
meg, hogy a végtelen sok formuldbdl 4116 sorozat tagjai milyen igazsdgértékkel rendelkeznek. Amennyiben a
klasszikus logika rendben van, és ezek a formuldk megfelelnek a logika el6irdsainak, akkor kell legyen valasz
a kérdésre. A paradoxon azért zavarba ejtd, mert nem tudunk vélaszolni a kérdésre. Epp tigy nem tudunk
védlaszolni, ahogy a hazug krétai paradoxon esetén sem tudjuk eldonteni, hogy az un. ,hazug mondat” igaz-
e vagy hamis. Eddig biztunk abban, hogy a Tarski altal kinalt gy6gyir meg6v az ellentmonddsoktdl, a Yablo
paradoxon arra mutat rd, hogy (talan) illizi6 ez a reményiink, szemantikai onreferencia nélkiil is ellentmondasos

lehet az elméletiink.

2.2.

Hogy jobban megértsiik a probléma 1ényegét, figyeljiik meg, hogy a Yablo sorozat alabbi médositasa nem vezet

ellentmondasra (2. sorozat):
(1) minden k& > 1 —ra, nem igaz, hogy Sk
(2) minden k& > 2 —ra, nem igaz, hogy Sk

(3) minden k£ > 3 —ra, nem igaz, hogy Sy,

Ez val6jdban nem sorozat, hanem egy sorozat forma, melyet akkor t6ltiink meg tartalommal, ha az S}, predikatu-

mot interpretaljuk, konkrét értéket adunk neki. Ki tudunk gondolni olyan interpreticidt, hogy a sorozat minden
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tagja igaz lesz, masképp mondva lesz modellje a sorozatnak. Legyen ugyanis Sy olyan médon meghatarozva a

természetes szamok tartomanyan, hogy Sj, := k = 1 (szavakkal, valami S tulajodnsagu, ha az a valami azonos

eggyel.) Ekkor ezt kapjuk:
(1) minden k£ > 1 —ra, nem igaz, hogy k = 1
(2) minden k£ > 2 —ra, nem igaz, hogy k = 1

(3) minden k£ > 3 —ra, nem igaz, hogy k = 1

Ekkor (1) igaz, (2) igaz, (3) igaz, ... S(n) igaz.
Ez a definici6 nem korbenforgé, és ez a sorozat nem paradoxon, hiszen miden tagjanak van igazsagértéke és

még az is teljesiil, hogy van olyan vélasztdsunk, hogy a sorozat minden tagja igaz.

Szintén nem okoz gondot az aldbbi véltozat(3.sorozat):
(1) akovetkezd mondat hamis
(2) akovetkezd mondat hamis

(3) akovetkez6 mondat hamis

A definici6 igy fest formalis nyelven: S(n) := nemS(n + 1)

Ennek nem tudjuk az 6sszes tagjat igazra értékelni — tehdt nincs modellje — de az aldbbi értékelés nem sziil

ellentmondast:

igaz = |(1)|, hamis = |(2)|,igaz = |(3)|, hamis = |(4)], ...

Mi a kozos az elsé és harmadik példaban? Az hogy a sorozat tagjainak igazsagértéke nem fiiggetlen

egymdstol. Val6jdban a 3. sorozat is sorozat forma, és nem konkrét mondat sorozat. Az ’S” predikdtum helyére
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pl. ilyen értéket helyettesithetiink: n-kalapot visel. Ekkor az elsé kalapot visel, a misodik nem, a harmadik
ismét kalapos, a negyedik nem, stb. Formadlis nyelven vildgosan latszik, hogy a meghatarozas korbenforgd.
Ennek ellenére menekiilni tudunk a csapddbdl. Amennyiben a sorozat véges, akkor el tudjuk donteni, hogy
a mondatok igazak-e vagy hamisak, azaz megfelelnek-e a valésdgnak. Az a lényeg, hogy a sorozat utolsé
tagjanak legyen igazsagértéke.

Mi a kozos a mésodik és a harmadik példdban? Az, hogy mindegyik olyan mondatsorozatbdl 4ll, hogy van
olyan értékelés melyre meg tudjuk meghatarozni a sorozat tagjainak igazsdgértékét. Az elsd esetben nem, mert
ellentmondésba keverediink. Az ellentmondds valamilyen hibanak a jele, mivel nem szandékosan allitottunk
logikai képtelenséget. Hol a hiba? Vajon a Yablo sorozat konkrét sorozat-e vagy sorozat forma? Vajon

korbenforgé-e az els6 sorozat meghatdrozdsa is, hasonldéan a harmadik sorozathoz?

2.2

James Hardy [14] harom alapvet6 kiilonbséget 14t hazug és a Yablo paradoxon kozott.

1. Nyilvdnval6 kiilonbség a Yablo paradoxon €s a hazug paradoxon szokdsos megfogalmazdsai kozott,
hogy el6bbi végtelen sok mondat éltal generdlt paradoxon, az utébbi viszont nem. Ha véges sok Yablo
mondatra korldtozzuk vizsgiléddsunkat, nem keletkezik paradoxon. Végeredményben ez azt jelenti,
hogy nincs elsérendi levezetése az ellentmondésnak a Yablo premisszak és Tarski T sémak halmazabdl,
allitja Hardy. Léatni fogjuk, egyetlen masodrendii logikai formuldval is megfogalmazhaté a sorozat

1étezését allité mondat, és azt is, hogy ez masodrendd formula hamis.

2. A mésodik kiilonbség szerinte, hogy a Yablo paradoxon a Tarski féle T' igazsdg séma végtelen sok
egyedi alkalmazdsat kivdnja meg. Jegyzetben ehhez hozzaf(izi: itt bizonyitds alatt végtelen hosszd
bizonyitast ért. Szerinte nincs véges bizonyitas az ellentmondas levezetésére Yablo premisszaibol. Meg
fogom mutatni, hogy Tarski nevezetes 1" sémdjdnak sem véges sem végtelen sok alkalmazdsdra nincs
sziikség, a paradoxon az ’igaz’ szemantikai predikdtum nélkiil is rekonstrudlhatd, és a levezetés sehol

nem hivatkozik a 7" sémara.

3. Hardy szerint a T' séma valamennyi sziikséges alkalmazdsa esetén is a Yablo mondat sorozat csak omega
inkonzisztens, de nem tagadds inkonzisztens. Mert ha tagadds inkonzisztens volna, akkor a kompaktsagi
elv kovetkeztében mar véges sok mondatbdl is levezetheté volna, de a Yablo sorozat semelyik véges
részhalmaza nem generdl ellentmondast. Jegyzetben hozzéfiizi, belathaté hogy a hazug paradoxon ma-
gabol a T' séma valamely inkonzisztencidjabol szarmazik, ezzel szemben a Yablo paradoxon nem. Végiil

ugy Osszegzi dlldspontjit, hogy bizonyos szempontbdl hasonlit, mds megkdzelitésben kiilonbozik a két
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paradoxon.

J6 és fontos megfigyelés, hogy ha a Yablo paradoxont generdlé mondatsorozatot befejezziik egy véges termé-
szetes szamndl, akkor a sorozat minden tagja egyértelmtien értékelhetd, azaz eltlinik az tigynevezett paradoxon.
Azt azonban nem veszi észre, hogy nem a végesség elimindlja a paradoxont, hanem a maximalis elem l1éte. Ak-
kor is megszlinik a paradoxon, modositjuk *.S,,” értelmezési tartomanyat, és a természetes szamok halmazdhoz

hozzédvessziink egy transzfinit sorszdmot, mondjuk wy-4at, amelyik nagyobb barmely természetes szamnal.

2.3.

z 2

Egy évvel kés6bb Thomas Forster E] folveti azt a gondolatot, hogy végtelen sok mondat konnektivum (’és’,
vagy’) segitségével is megfogalmazhaté a Yablo sorozat, de az ellentmondds levezetéséhez — szerinte — vég-
telen bizonyitds sziikséges. ,,The first thing to notice is that the proof of the paradox is infinetly long.”
Erre a meglatasra kés6bb Priest is hivatkozik akinek az {rasa a tovabbi érvek €s ellenérvek céltablajava valt.
Forster veszi észre elsének, hogy nincs sziikség metanyelvi szemantikai predikdtumra (igaz vagy hamis) a
Yablo paradoxon megfogalmazasahoz, abban azonban téved, hogy ennek kovetkeztében nem vezethet6 le az

ellentmondds véges sok 1épésben.

24.

A vita kdzéppontjaba késdbb az a kérdés keriilt, hogy tartalmaz-e hibas kort a Yablo paradoxon, avagy el-
lenkezdleg egy Uj tipust paradoxonnal dllunk szemben? Stephen Yablo [39](1993), Neil Tennant [34](1995),
Roy Sorensen [[30](1998), és Otavio Bueno and Mark Colyvan [5]] (2003) amellett érvelt, hogy a Yablo sorozat
onmagéara val6 hivatkozas nélkiil hasonlit a hazug paradoxonra. A masik oldalon Graham Priest [25[](1997) és Jc
Beall [2](2001) ezzel szemben tgy 14tja, hogy a paradoxon fix-pont konstrukciét tartalmaz, kovetkezésképpen
épp ugy korbenforgé mint a hazug paradoxon. Mindkét oldal jelent6s matematikai apparatust vetett be érvei
igazoldsara, de nem sikeriilt egymast meggy6zniiik. Miel6tt Priest érveinek ismertetésébe belekezdek, érdemes
egy pillanatra megéllnunk és egy alapkérdést foltenniink magunknak. Vajon indokolt-e bonyolult matematikai-
logikai fogalmi apparatus alkalmazdsa a Yablo paradoxon vizsgélatakor? Az egyik vitdz6 személyes kozlé-
sébol tudom, hogy szerinte indokolatlan, mert mivel az eredeti probléma megfogalmazhaté kdznapi nyelven
minimdlis logikai-matematikai segédeszkozokkel, ezért a Yablo paradoxon magyardzatnak is ezen a szinten
kéne maradnia. En pont az ellenkez§jét gondolom. A Yablo paradoxon ékes bizonyitéka a modern szabatos

matematikai nyelvet hasznal6 logika nélkiilozhetetlenségére.

3Thomas Forster (1996) The significance of Yablo’s paradox without Self-Reference. http://www.dpmms . cam.ac.uk/~tf
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2.4.1.A fix pont fogalma

Roviden elmagyardzok egy a tovabbiakban haszndlt matematikai fogalmat. A négyzet fiiggvény minden szdm-
hoz egyértelmiien hozzdrendeli annak négyzetét, a kett6hoz a négyet, a haromhoz a kilencet. Ennek a fiigg-
vénynek két fix pontja is van, a nulla és az egy, mert ezek négyzete megegyezik 6nmagdval. Nem csak a
szamok vildgaban beszélhetiink a fiiggvények fix pontjardl. Legyen f fiiggvény értelmezési tartomanya azon
alkalmazottak kore, akik egy és csak egy egyszemélyes cég alkalmazdsdban dllnak. Ezek olyan cégek, ahol
mindenkinek van egy és csak egy fénoke. Legyen f fiiggvény értékkészlete az egyszemélyes cégtulajdonosok
kore. Ezt formdlisan igy fejezhetjiik ki: y = f(x) =: xalkalmazdjay. El6fordulhat-e, hogy valamely o személy
esetén « alkalmazéja o legyen? Igen, ha valaki sajat magat is alkalmazza cégében. Ekkor azt mondjuk f
fiiggvénynek van fix pontja, nevezetesen o, mert « = f(«). Az iménti két példabol nem létszik az a nagyon
fontos tény, hogy ezek a fliggvények mindig egy adott nyelv alkotérészei és nem magényos kifejezések. Ezeken
a nyelveken belill semmiféle ellentmondds nem kovetkezik a példdban szerepld fix pontok 1étezésébdl. Més
nyelveken beliil, ahol masfajta objektumok k6zotti reldaciot hataroz meg az f fiiggvény, a fix pont foltételezése
ellenmondasra vezethet, ezért vagy az f fiiggvényt vagy a nyelvet meg kell valtoztassuk, hogy elkeriiljiik az
ellentmonddést. Lassuk ezek utdn hogyan haszndlja ezt a fogalmat Priest. Példaként emliti a hazug paradoxon
alabbi megformulazasat: ¢ =" —t'. Szavakkal kifejezve: ez a mondat nem igaz.

A labjegyzetben folhivja e figyelmet arra, hogy szigordan sz6lva ez nem j6 példa, mert az azonossagjel bal
oldalan szerepld betii a jobb oldalon idéz&jelek kozott fordul eld, tehat atlatszatlan kontextusban szerepel az
igazsdgfiiggvény argumentumdban. Ebben teljesen igaza van, ezért vagy idézet fliggvényt kéne haszndlni, vagy
az idézet fliggvény egy inverzét, pl. Godel szimozast, vagy valami hasonlét. Ennek ellenére ezt a pongyola
megfogalmazast haszndlja a késébbiekben.

Priest kés6bb folteszi a kérdést, hogy vajon 1étezik-e egyéltalan a Yablo sorozat. ,,How can one be sure
that there is such a squence? (We can imegine all sort of things that do not exist.)” Valasza egyértelmd
igen, ami azért nagy hiba, mert nem vildgos mire vonatkozik az igen: jelsorozatok végtelen halmazira, vagy
propoziciét kifejezd mondatatok, azaz jelentéssel bir6 igaz vagy hamis jelsorozatok végtelen halmazira? Az
hogy jelentéssel nem bird jelsorozatok, interpretacié nélkiili formuldk végtelen halmaza létezik konnyen garan-
talhato egy fiiggvény megadésdval. Ilyen interpretdlatlan formuldk végtelen halmaza nem vezet ellentmondésra.
Az ellentmondds csak akkor keletkezik, ha a pl. a ’<’ jelenek a ’kisebb mint’ reldciéhoz hasonlé jelentést
adunk. A Yablo paradoxon esetén mondatok, adott jelentéssel bir6 formuldk sorozatar6l van szé, €s nem
tetsz6legesen interpretdlhatd formuldk halmazarél. Amit vdltoztathatunk az legfeljebb a sorozat értelmezési
tartomanyédnak varidldsa. Hozzétehetiink a természetes szdmok halmazdhoz, elvehetiink bel6le, vagy akér a

negativ egész szdmok halmazdval is vizsgdlddhatunk. Priest sem figyelt folt arra, hogy a Yablo mondat sorozat
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1étez&sébd] egy mdasodrendd logikai formula igazsdga kovetkezik, és forditva, ha ez a masodrendd logikai
formula hamis, a mondat sorozat nem létezik. A sorozat 1étezését alitdmaszté érve fix-pont konstrukcién alapul,
gondolatmenetének végcélja, hogy a Yablo paradoxont becsomagolja abba az altala kifejlesztett sémdaba, amibe
a Russell és hazug paradoxont mar kordbban sikerrel becsomagolta. Ehhez be kell bizonyitania, hogy a l4tszat
ellenére a Yablo paradoxon épp gy 6nmagara valé hivatkozast tartalmaz az igazsagérték szempontjabol, mint a
hazug paradoxon. Ehhez atfogalmazza a paradoxont olyan médon, hogy explicit meghatdrozadsét adja a sorozat
mondatai igazsigfeltételének. Ezt a szokdsos mddon teszi, azt vizsgélja, hogy valamely n szdm mikor elégiti ki
az § predikdtumot, amit igy jelol: S(n, 8). Tehat az *S” relaci6 a szemantikai kielégités fogalmit jeloli. Az ’§’
predikdtumot pedig cseles médon igy definidlja: § =" Vk > 2, ~S(k, §)" Szavakban § predikdtum a kovetkezGt
jelenti: nincs olyan z-nél nagyobb szam amelyik kielégiti ki ezt a predikdtumot’. Ez a predikdtum Priest
szerint dnmagdara vonatkozik és ebben a *hazug’ mondat szerkezetére hasonlit. A predikdtum alkalmazasaval

>

djrafogalmazva a Yablo sorozat elemeit az ellentmondds — mind Vk > z,-S(k,3)’, mind a tagaddsa —
levezethetd. Priest azonban nem tudja megvalaszolni a Bueno és Colyvan altal megfogalmazott kézenfekvd
ellenvetést: miképpen lehetséges, hogy a kielégités fogalma nélkiil is levezethet6 az ellentmondds, sét ugy

is, hogy az ’igaz’ szemantikai predikdtumot — vagy valamely szinonim4jit — nem is hasznaljuk? (Ut6bbit én

teszem hozza.)

2.5.

Jeffrey Ketland védelmére kel Priestnek mondvén ilyen bizonyitds nem lehetséges. Ketland szerint az ellent-
mondds levezetése fix-pont konstrukcidt kivan, azon kiviil a 7' séma kellden &ltaldnos alkalmas megfogal-
mazasa is nélkiilozhetetlen. ,,The derivation of an inconsistency requires a uniform fixed-point construction.
Moreover, the truth-theoretic disquotational principle required is also uniform, rather than the local disqu-
otational T-scheme. The theory with the local disquotation T-scheme applied to individual sentences from
the Yablo list is also consistent.” [17] (J. Ketland, 2005) Bueno és Colyvan nem publikalt — de azért az
interneten elérhetd: Yablo’s paradox rides again:a reply to Ketland — viszontvdlaszdban azt 4llitja Ketland érvei
elhibazottak, mivel tobbek kozott dsszekeveri a kielégithetetlenséget a paradox jelleggel. [17] Az utébbibdl
kovetkezik az elébbi, de forditva nem, hangsilyozzak a szerz6k. A dolog ugy all, hogy mindketten tévednek.
A kielégithetetlenség a hamissdggal fiigg 0ssze, és nem a paradox jelleggel, Ketland ebben valdban téved, de
Bueno és Colyvan is elhamarkodottan itél. Ha ugyanis a paradox jellegbdl kovetkezik a kielégithetetlenség,

akkor Buridan Isten 1étét logikailag bizonyité érve nem paradoxon, mert kielégiti a foltevés, hogy van Isten.
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2.6.

Jc Beall [2[|(Beall 2001) a kévetkez6 mdédon védelmezi Priest dllaspontjat. Folteszi a kérdést, pontosan rog-
zitettiilk egyaltalan a Yabl6 paradoxon referencidjat akar ramutatdssal akar leirassal? ,,Have we fixed the
reference of »Yablo’s paradox«by the first method (demonstration) or the second (description, attributive)?”
Gondolatmenete oda konkludal, hogy csak az utébbi mdédszer lehetséges. Szerinte Priset kimutatta, hogy
barmilyen médon probaljuk rogziteni a nevezetes sorozat referencidjat, az leirds a korkoros meghatarozas lesz.
Itt azonban fontos ismét emlékeztetni arra, hogy nem minden dnmagéra valé referdlds okoz gubancot, hanem

csak az, amelyik az igazsdgértékkel kapcsolatos.

2.7.

Laurence Goldstein [[10](Goldstein 2006) szerint a Yablo sorozat a rekurziv sorozatokhoz hasonlit, nevezetesen
a Fibonacci sorozathoz. A paradoxon forrdsa az, hogy a paradox sorozat nem megalapozott, ezért tulajdon-
képpen nem is beszélhetiink igazsigot kifejez6 mondatok sorozatar6l, mivel ezek a mondatok nem birnak az

igazsdg kifejezésének képességével. A hiba tehat nem a korkorosség, hanem a megalapozottsag hidnya.

2.8.

Laureano Luna [20](Luna, 2009) egyetért Goldsteinnel: ,,...Goldstein ...blames underspecification due ung-
roundedness not to circularity. I shall argue that Priest is wrong while Goldstein’s suggestion points int he
correct directions.” Luna a Yablo sorozatot idébeli sorozattd transzformalja, mivel a multbeli eseményekre
vonatkozé 4llitasoknak bizonyosan egyértelmii igazsdgértéke van. Igy akarja biztositani a sorozat megalapo-
zottsdgat. Majd ezek utdn rdmutat az ezzel kapcsolatos logikai és ontoldgiai intuicidink k6zotti ellentmondésra.
Roy T. Cook utébb konyvet irt a Yablo Paradoxonrdl [7]], és mds munkdiban &ltaldnosabb Osszefiiggésben

foglalkozik a paradoxonokkal.

3. Minek a létezését feltételezi a Yablo paradoxon?

Mais paradoxonokhoz hasonléan a Yablo paradoxon is abbdl keletkezik, hogy hallgatélagosan igaznak véliink
egy téves elbfeltevést, jelen esetben hogy egy bizonyos végtelen sorozat 1étezik. Az ilyen problémék elem-
zésekor j6 szolgdlatot tesz a matematikai (méds néven szimbolikus) logika, amely mintegy mikroszkép ald
helyezi a kéznyelv pongyoldn megfogalmazott gondolatait. A klasszikus logika nyelvi keretei kdzott a hazug
vagy Buridan paradoxon megfogalmazhatatlan, ezzel szemben a Yablo sorozat megfogalmazhaté mint egy

madsodrendd logikai formula. A hazug vagy Buridan paradoxon levezetéséhez egy hibds szemantikailag zart
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nyelvet kell alkalmazzunk, ami egyéltaldn nem sziikséges a Yablo paradoxon esetén. Tehdt a két paradoxon
megformuldzdsahoz més-mds nyelvi kornyezetet tartozik. A Yablo sorozat megfogalmazhaté els6 vagy ma-
sodrendi logikai kdrnyezetben is. Ha a korbenforgas kérdése az elsérendii mondat sorozat igazsagteltételeire
vonatkozik, akkor a vdlasz nemleges, ha a sorozatot generdlé masodrenddi formula igazsagfeltételeire, akkor a
valasz igen. Elsérendi nyelvet alkalmazva, a Yablo sorozatnak megfelelé premissza halmaznak végtelen sok
tagja lesz a tirgyaldsi univerzumot a természetes szamok halmazdval azonosnak véve. A Yablo paradoxon
megfogalmazhat6 elsérenddi nyelven szemantikai predikdtumok vagy fix pont konstrukcié nélkiil, és a végtelen
mondathalmazbdl levezethetd az ellentmondas véges sok Iépésben. Megvaltoztatva a targyaldsi univerzumot —
azaz megvaltoztatva a sorozat értelmezési tartomanyat — olyan modon, hogy a halmaznak van maximélis eleme,
a végtelen mondatsorozat kielégithet6. Tehat a Stephen Yablo altal megfogalmazott mondatsorozat a Buridan

paradoxonhoz hasonlit, mert mindkett6hoz 1étezik parcialis értékels fiiggvény.

4. A Yablo paradoxon formalisan korrekt megfogalmazasai
Elsorendii nyelven

Amint erre Thomas Forster rdmutatott [9], a paradoxon megfogalmazdsdhoz nincsen sziikség szemantikai
predikatumokra. Nincs sziikség mondat valtozékra vagy végtelen sok tagd konjunkciéra sem, elegendd a
klasszikus elsérendd logika. A halmazelmélet haszndlata is nélkiilozhetd, hiszen a rendezésre és a minimadlis
vagy maximdlis elemek létezésére vonatkozd kritériumok is megfogalmazhatéak ezen a nyelven. Pusztan a
konnyebb érthetdség kedvéért hasznalok halmazelméleti jeleket. Az elemi aritmetikabdl is csak par tételt hasz-
ndlunk fol, valéjdban nincsen sziikség a természetes szdm fogalmdra sem. A paradoxon megfogalmazadsdban
az értelmezési tartomdny a természetes szamok halmaza, de ennek csak néhany tulajdonsiga jatszik szerepet.
(Annak nincsen jelentdsége, hogy az a nullatél, vagy az egytdl kezdddnek a természetes szamok.) Az alabbi
megfogalmazds nem haszndlja a formuldk neveit magukban a formuldkban, nem hasznil mondat valtozdkat

sem szemantikai predikatumokat.

A sorozat értelmezési tartomanya szandékolt interpretacioban a természetes szamok halmaza: D = N

Yablo sorozat Vn € D(S(n) <> Vk(n < k —~ S(k)))

Kifejtve a formulét, a formula ezt a végtelen sorozatot (Yablo sorozat) jelenti:

Yo S(0) 4 Vk(0 < k —~ S(k))

Y1 S(1) ¢ V(1 < k —~ S(k))
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Yo S(2) < V(2 < k —~ S(k))

Y, S(n) < Vk(n < k —n~ S)

Y1 S(n+1) < Vk(n+1 <k —~ Sg)

A D halmazon értelmeziink egy teljes rendezést (<) az aldbbiak szerint:
l.VteDn~ (z<ux)
2. V(z,y) e D(x<yVy<zVzx=y)
3. Vx € D3y € D(z < y)
4. Ve(xe D — (x+1)€ D
5. Ve D(z <z +1)
6. 0D
7. ~3z € D(z <0)

Figyeljiink f6l arra, hogy D halmaznak van minimélis eleme, de nincsen maximalis eleme. A 0’ szdmjel
jeloli a’ D’ halmaz minimdlis elemét. Az (<, D) bindris reldcié egy modellje a természetes szamok N halmaza
a rajta értelmezett "kisebb’ reldcidval. Ezek utdna az ellentmondds (a paradoxon) igy keletkezik (A csillaggal

megkezdett 1j sor, egy Uj premissza haszndlatat jelenti.):

*1) S(n) Feltessziik, hogy S(n) igaz.
*2) Vk(n <k —~ S(k)) Y,
*3) n<n+1—~Sn+1)) )
*4) n<n+1 aritmetikai igazsdg
#5) ~S(n+1) 3)(4)
*6) Vk(n <k —~S(k)) =>Vk(n+1<k—~ S(k)) Y1
7)) Vk(n+1<k—~ S(k)) (2)(6)
“®8)  S(n+1) () (Yr1)
©)  S(n) = (~ S(n+1)&S(n + 1)) ((5)(8)
(10) ~ S(n) ©)
(11) V¥n ~ S(n) (10) n tetszsleges volt
(12) Vk(n <k —~ S(k)) (11) aritmetikai igazsag
(13) S(n) (12)(Yy)
(QED.) ~ S(n)&S(n) (10)(13)

1.26. tdblazat. Yablo paradoxon formélis nyelven
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Ezt fedezte 6l Stephen Yablo. Mint lathatd, véges sok 1épésben prezentdlhaté volt az antindmia.

Meghatarozzuk a D halmaz egy D* bovitését egy transzcendens sorszammal:
D* = DU{wp} ahol kikétjiik, hogy Vz((z € D* & = # wp) — = < wp) A D* halmaz maximadlis eleme {wp }.
A maximadlis elem léte kovetkeztében az ellentmondds megsziinik, ha a sorozatot a kib&vitett D* halmazon
értelmezziik. Ekkor *S(wy)’ igaz, az Osszes tobbi *S(n)’ formula viszont hamis, ahol n természetes szam.
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az van egy sorozatunk, ahol az dsszes, végtelen sok természetes szimnak a
hamissag felel meg, de a végtelen utani transzcendens szamnak az igaz. Akkor is eltlinik a paradoxon, ha az

aldbbi médon megforditjuk a reldciot:

Az inverz sorozat értelmezési tartomanya a természetes szamok halmaza: D = N

Inverz Yablo sorozat Vn € D(S(n) <> Vk(n > k —~ S(k)))

Ez a sorozat nem paradox, ugyanis van a sorozatnak minimdlis eleme. Kifejtve a formulét, a megforditott

(inverz) relécio ezt a végtelen sorozatot jelenti:
Yip S(0) <> VE(0 > k —~ S(k))
Yii S(1) < Vk(1 > k =~ S(k))

Yig S(2) <> VE(2 > k —~ S(k))

Yin S(n) < Vk(n > k —~ Sg)

Yipr Sin+1) < Ve(n+1>k —~ Sk)

Ekkor a sorozat elsd tagja, Y7o igaz, mivel nincsenek nulldnél kisebb természetes szdmok, viszont az dsszes
tobbi formula hamisra értékelddik, mert nincsen olyan természetes szam, aminél minden mds természetes szam
kisebb. Erdekes médon ez a tiikorképe annak, amit kordbban lattunk.

A Yablo paradoxon formalisan korrekt megfogalmazasa masodrendii logikai nyelven

Maisodrendii logikai nyelven megfogalmazhat6 a Yablo sorozat egzisztencia feltevése.

(Ye) 3sVn:n e N — (s(n) < Vk(n < k =~ s(k)))
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Szavakkal kifejezve: van olyan s tulajdonsdg, hogy minden n € N természetes szdmra, (s(n) pontosan

akkor ha minden k-ra (han < k akkor nem-s(k)))

A paradoxon a bizonyiték arra, hogy (Y.) hamis, mert ellentmondés vezethetd le beldle.

5. Interpretaciok

A paradoxon szimmetrikus abban az értelemben, hogy a fogalom negaltjara és pondltjara is fennall. Az eredeti

megfogalmazds ez volt:

Yablo sorozat A sorban n-ik helyen 4116 .S,, mondat akkor és csak akkor igaz, ha a rakovetkez6 Gsszes tobbi

mondat nem igaz.

Azonban gy is ellentmonddsra jutunk, hogy a fogalom tagad4sabdl indulunk ki:

negalt Yablo sorozat A sorban n-ik helyen all6 S,, mondat akkor és csak akkor hamis, ha a rakdvetkezd Gsszes

tobbi mondat igaz.

Ez arra utal, hogy val6jdban egy kétértékd (bindris) fiiggvénnyel van dolgunk, amelyik a természetes
szamok egy leképezését keresi a nullabol és egybdl allo6 halmazba. (Mellékes, hogy a nulldt vagy az egyet

feleltetjiik meg az igaz vagy hamis logikai értéknek.)

Legyen egy f; bindris fiiggvény meghatdrozva a kovetkez6 leképezéssel: f; := D — {0,1}

Az’S’ predikitum és az f; figgvény kozott fenndll az aldbbi Osszefiiggés:

1= fi0:=5060= f®:=~ SO

Ekkor a Yablo sorozat kovetkezé megfogalmazasat kapjuk:

Vn,k € D(1 = fi(n) < (n <k — 0= fi(k)))

Amennyiben a sorozat értelmezési tartomdnya a természetes szamok halmaza kibdvitve egy transzfinit

sorszimmal — D = N U {wg} — akkor a D teljesen rendezett halmaznak van maximalis eleme, és fo fiiggvény

egy modellje a Vn, k € D(1 = fa(n) <» (n < k — 0 = f3(k))) formulanak.
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1.10. dbra. f; fiiggvény 1.11. dbra. f, fuggvény

Bebizonyithatd, hogy ha a sorozat értelmezési tartoménya a természetes szimok halmazéra korlatozédik —
D = N - akkor, nincs olyan f; fiiggvény, amelyre fennall, hogy :
Vn,k € N(1 = fi(n) < (n <k — 0= fi(k)))

Ez a Yablo paradoxon egy mas megfogalmazdsban. A paradoxon ebben a megfogalmazdsban is eltlinik,
ha inverz reldciét alkalmazunk, mert akkor a D halmaznak van minimalis eleme. Ekkor az f; fiiggvény egy
modellje az aldbbi formuldnak:

Vn,k € D(1 = fi(n) < (n>k— 0= f1(k)))

Figyeljiik meg, hogy (Y,) nyilvanvaléan hamis ha s predikatum valtozét az ‘Gnmagaval azonosnak lenni’

predikdtumként interpretdljuk és D a természetes szdmok halmaza:

*1) Vn:n€ew— (n=n<+Vk(n<k—>~n=n))

*2) 1leH—-(1=1<VE(l<k—-~1=1)) (1)
#3) 1eHo(1=14(1<2>~1=1)) )
*4) T — (T« (T — F)) (3) (aritmetikai torvények)
*5) F “)
(QED) (1)=F (5)

1.27. tdblazat. Yablo sorozat azonossdg fogalommal

Valamivel komplik4ltabb bebizonyitani, hogy semmilyen predikdtum nem elégiti ki Y, formuldt, pl. a ‘van
kalap a fején’ sem. (A kalapos példa otlete Roy A. Sorensentdl és Graham Priesttd] szarmazik.) fme a korabbrél

mar ismerGs levezetés:
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*1)  S(n) Tegyiik fel, hogy S(n) igaz.
£2) Vk.n < k =~ S(k) () (Yy)
*3) n<n+1—~Shn+1) )
*4) n<n+1 (aritmetikai igazsag)
*5) ~Sn+1) (3) @
*6) (Vkn<k—~S(k))— (Vkn+1<k—~S(k)) (aritmetikai igazsdg)
*T7) Ven+1<k—~ Sk (2) (6)
“®8)  S(n+1) (7) (Yos1)
©)  S(n) = .~ S(n+1)&S(n+1) (1) (5) (8)
(10) ~ S(n) ©)
(11) Vn.~ S(n) (10) mivel n tetszSleges volt
(12) Vkn <k —~ S(k) (11) (aritmetikai igazsag)
(13) S(n) (V) (12)
(14)  ~ S(n)&S(n) (10) (13)
(15) If3dsVYn:ne€ H — (s(n) <> Vk(n < k —~ (k))) then ~ S(n)&S(n)(Y:) (14)
(QED.) ~3sVn:ne H — (s(n) < Vk(n <k —~ (k))) (15)

1.28. tdblazat. Az egzisztencia feltevés formdlis cafolata

A bizonyitds szerint, a Yablo sorozat, mint propozicodk, azaz igaz vagy hamis mondatok halmaza, nem

1étezik. Az ellentmondas elillan, €s a sorozat 1€tezik, ha:
a. D = negativ egészek, mert ekkor a maximadlis elem a nulla;
b. D = természetes szamok U {els6 transzfinit sorszam}, mert akkor a maximalis elem wy;
c. D = egész szamok U {elsd transzfinit sorszam}, mert akkor a maximalis elem wy;

d. a’<’ relaci6 inverzét alkalmazzuk a természetes szamok halmazan, mert ekkor a maximalis elem a nulla.

6. A definiciokrol

Vezessiik be az aldbbi egyszertisité jeléléstE]
G(s,n) =: mindenk—ra(han < kakkor nem s(k))

Ezek alapjédn ezt a sémat kapjuk:

(YPG) van olyan s, hogy minden n-re: han € H akkor (s(n)pontosan akkor ha G(s,n)))

A fenti séma, mint valamely s(n) definicidja, tartalmaz egyfajta korkordsséget — Priestnek tehdt ebben
igaza volt — mivel a definiens — G(s, n) — tartalmazza a definiendum — s(n) — egy elemét, ’s’-et. Tehat a Yablo
sorozatot egy hibds korbenforgd definicié hatdrozza meg, melynek egzisztencia foltevése hamis a targyaldsi

univerzumot a természetes szamok halmazara korlatozva.

A definiciék fogalmaval kapcsolatban l4sd Eszes Boldizsdr tanulményit: http://www.szv.hu/files/eszes_
boldizsar_a_definicio.pdf Stephen Yablonak is van egy tanulmanya a definiciékrdl: Definitions - consistent and inconsistent
[38]]. Nem térek ki rd mert alapjaiban eltér§ a felfogdsunk.


http://www.szv.hu/files/eszes_boldizsar_a_definicio.pdf
http://www.szv.hu/files/eszes_boldizsar_a_definicio.pdf
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Egy definici6é szdmos hibdban szenvedhet, jelen esetben annak van perdont6 szerepe, hogy egy definiciébol
nem szabad kovetkezzen logikai ellentmondds. J6l értsiik ezt meg. Legyen egy definiciénk a kovetkezd:

Fz := nemGzésGx

Ebben az esetben a definiens logikai ellentmondds, kovetkezésképpen ’ F” predikdtum terjedelme iires, azaz
nincs olyan z, hogy Fx. Egy ilyen definici6é gyakorlati szemponttdl — pragmatikailag — hibds, de logikailag
nem az, semmiféle bajt okoz, ha egy elmélet részeként alkalmazzuk. Egy ilyen definicié nem logikai ellent-
mondds és nem is vezethetd le belSle logikai ellentmondds. (Jelen esetben a ’levezethetdség’ szintaktikai és
"kovetkezmény’ logikai fogalmak kiilonbségének nincs jelent6sége.) Mds a helyzet a kovetkez6 esetben:

Fz :=nemFzx

Ezzel a definicidval logikai ellentmonddst vezetiink be, melynek kdvetkeztében — a klasszikus logika keretei
kozott — elméletiinkben barmi levezethetd lesz. Ebben az esetben konnyd folismerni a definiciéban 1€vé
ellentmondast, csakhogy vannak rafinéltabb esetek is. Amennyiben egy F'(x) := ... formdjd definiciébol
ellentmondds vezethetd le, akkor az hibds cirkularis definicié. Pontosan ez a helyzet Yablo paradoxonnal csak

ott ravaszul elrejtették az ellentmondast.

7.0sszefoglalas

A Yablo paradoxon megfogalmazdsdhoz nincsen sziikség szemantikai predikdtumokra, a paradoxon nem a
logika alapjait érinti, hanem a sorozatok fogalmat. A Yablo paradoxon altal megfogalmazott sorozat, a ter-
mészetes szamok végtelen tartomdnydn keletkezik, mint jelek, jelentés nélkiili formuldk végtelen halmaza, de
nem létezik, mint igaz vagy hamis mondatok végtelen sorozata. A paradoxon megszinik, ha a sorozatnak van
maximadlis eleme.

E sorok irdja nem hisz a paradoxonok valamilyen teljesen atfogé fogalmaban, ellenkezdleg tigy véli, hogy
az egy csalddba tartoz6 paradoxonok rokonsigi, némelykor leszarmazdsi viszonyban dllnak egymadssal, és a
kozeli rokonok jobban, a tavoliak kevésbé hasonlitanak egymasra. Nem hiszem hogy vannak megoldhatatlan
paradoxonok, melyeket csak egyre mélyebben tjrafogalmazni lehet. Nem ismerek semmi olyan bizonyos
allitast amibdl megoldhatatlan paradoxok léte kovetkezne, bar azt sem tudom bebizonyitani, hogy ilyenek
nem lehetségesek, azaz nem fordulhat el hogy egyszer megoldhatatlan logikai-matematikai paradoxonokba

7 z

titkoziink. Ha hivé volnék azt mondandm végsé érv gyanant, hogy Isten nem rosszindulatu.
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2. fejezet

I1. angol nyelvii szovegek

2.1. On Russell’s Paradox with Nails and Strings

In 1901, Bertrand Russell refuted the following assumption: for every cattribute there is a set whose members
are those and only those elements for which aattribute is true. In order to refute the assumption, he employed
the attribute 'not a member of itself’. In order to fully grasp the assumption and the essence of the proof, I
present a rather obvious example. I have slightly changed the original proof, but only to the extent that its
kernel remains untouched.

It is possible to explain sets (or hypersets) in different ways, depending on the purpose of the explanation.
Some formalisations of set theory can be illustrated using plane figures. Here, I reject the simple plane figure
illustration, as it cannot be used to demonstrate that a set is a member of another set or of itself. Instead, I
have tried to look for an illustration that sheds more light on the nature of the problem. Let us assume a room
in which there are steel nails driven into the floor. Some of the nails are connected in the following way: two
nails can be connected in one direction in a maximum of one way; and any string connecting two nails has its

beginning and end marked. (Figure 1)

a ml e fo—>ga+——h
OO @

2.1. abra
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As can be seen, some of the nails are tied with a loop, others are not. We then have the following task.
We are given a silver nail and a brass nail and, and we are expected to connect the former with every nail in
the room without a loop around it but with a string starting from it, and the latter with every nail in the room
with a loop around it and with a string starting from it. The connection must always start from the brass or the
silver nail. Our task is complete only if we find the unique correct solution. Here is a picture of the room again,
together with the two new nails, in order to solve the task. (Figure 2)

The silver nail does not need to be connected with nails g, d and e, because they do not have a string starting
from them; nor does it need to be connected with nails a, ¢ and f, because they have a loop around them. It
must, however, be connected with nails b and h, because they have strings starting from them but no loop. The
question now arises: Should the silver nail be connected with itself or not? Since it has a string starting from it
towards nails b and h, and has no loop around it, it should be, but as soon as we do so, we are no longer allowed

to do so, because it has a loop around it. Thus, the task is unsolvable for the silver nail.

u

O O ~—"710

silver brass

2.2. abra

In the case of the brass nail, we find two solutions. This again is a problem, because we are at a loss as to

which one to choose.

If we consider the nails as sets (hypersets) or their members, and the strings as the relation *member of”,

we can formulate the task using the following two interpreted formulas:

(1) x €silver > (Jyy € x&x ¢ 1)

x € brass «» (Jyy € z&z € 7)

(2) In view of figure 1 it is true that: b € silver.

The task is unsolvable for the silver nail because (1) leads to a contradiction:
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(3) Jy(y € silver) (2)
(4) Jy(y € silver — (silver € silver «» silver ¢ silver)) (1)(3)
(5) silver € silver «» silver ¢ silver  (3)(4)

If there were no steel nails in the room, the task could be solved for the silver nail in the following way:
~ Jy(y € silver). But even in this case, the definition of the brass nail — and the equivalent set — would
be ambiguous, since a set is defined with no ambiguity by its elements. In this case, neither the statement
"brass € brass’ nor the statement ’brass ¢ brass’ contradicts premise (1).

There are three ways of eluding the paradox.

I. In the first case, the silver and brass nails must be driven into the floor outside the room. In Russell’s
view, this should be done on the floor above, while in Zermelo’s view it is sufficient to go as far as the hall. In
this case, the solution to the task would be the same as if definition (1) were true only for the steel nails. Taking
the steel nails to be sets, it is clear from the following that we must leave the room. Let U’ be the set of the

nails in the room:

(6) Va(x € silver «» (x € U&kTyy € z&x ¢ x))

(7) silver € silver « (silver € U&silver ¢ silver) (6)(3)
(8) silver € U (silver € silver <> silver ¢ silver) (7)

) silver ¢ U (8)

Thus, neither the silver nail nor the brass nail will have a loop around it.

IL. In the second case, we can impose the restriction that the silver and brass nails are not tied with a loop.
This solution, however, cannot be applied to sets: W.V. Quine (1955: ”On Frege’s way out”, Mind, 145-159)

pointed out that the axiom equivalent to this solution (10) leads to a contradiction.

(10) VF3yVa(y ¢ y&(z #y — (F(z) < z € y)))

III.The essence of the third solution is that the nails are not sets but signs; and definitions are always actions

that take place in time. Introducing a definition means giving instructions, and to apply a definition is to fulfil

the instructions. The mysterious nature of the task lies in the fact that the nails that are to be linked to the new
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ones are not defined by a list. If there are too many nails, this is not very practical, or may even be impossible. In
such cases, we can use definitions, or rules. We formulate unambiguous conditions, and if they hold for a thing,
then the rules must be applied; if they do not, the rules must not be applied. However, the rules are applicable
only to those entities that are entirely determined by the conditions at the beginning. Thus, the solution to the
task cannot be applied to the task itself, before one has finished solving it. That is to say, if an attribute of a
thing is dependent on the solution of the task, then this attribute cannot be a part of the conditions given at the
beginning. Thus, at the beginning, we have to take a photograph of the original state of the room, with no silver
or brass nails. In this way, we can verify the solution subsequently.

As the nails are being considered as an illustration of sets, the following axioms concerning time and symbol

usage must be fulfilled:

(11) Time is an infinite sequence of discrete moments.

(12) For every v attribute, at any time ¢, there is a symbol, and at the following point in time to, the symbol at ¢,

denotes those and only those things that have +y attribute at ¢;. e.g. y(x) := Jyy €1 z&x ¢ =
x €y silver «» (Jyy €1 &z ¢ x)

(13) Sets are symbols that denote or do not denote things, irrespective of time.

In this weakened, nominalist conception, the assumption refuted by Russell is nevertheless true.
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2.2. On paradox of adder

Nuel Belnap formulated his paradox in the following manner:

Let o symbolize the denotation function, and let us baptize the symbol ,, ‘da + 1’ ”, using
the letter ,,a” for its name; that is, we declare that a=‘da + 1’. So by applying the denotation-
function, 4, to both sides, we readily obtain da = 6(‘da + 1°). But §(‘da + 1’)=da + 1 (because
d is denotation), so da = da + 1. As a result, there is a paradox. Ordinary Peano arithmetic says
that the adding-one function has no fixed point: n + 1 # n, all n. But this stands in contradiction

to what we have just shown, that da = da + 1, i.e., that da is a fixed point of adding one. EI

It is clear that in the formula ‘da + 1°, the term ‘da’ denotes a number and not a numeral, because in this
context the addition is a mathematical operation that is defined on numbers and not signs, thus the reasoning is
grammatically correct. From a semantic point of view, Belnap emphasized the similarity between his paradox
and another circular paradox: »We may also ,,solve” the Adder in analogy to the three-valued ,,solution” to the
Liar paradox. That is, we may let u be ,,the ungrounded number,” following Kleene arithmetic by declaring
that w is a fixed point for the adding-one function: u + 1 = u. Then we can let the denotation of a be u, which
,solves” the paradox. ... the Adder is exactly the same as the Liar, mutatis mutandis: Given the Liar and no
hierarchy, either negation has a fixed point, in which case we are not doing (ordinary two-valued) semantics, or
else, if negation has no fixed point, we have a contradiction in our semantic theory.«

Let me shed some light on the connection to the Liar paradox following Belnap’s argumentation in another
way. Let ‘~’ be Kleene’s three-valued negation, where ‘s’ is a sentence: 1=True, O=False, 2=not True and not

False, and |s| is the logical value of s sentence.

The truth table:

O —=|®»
N = O

2.1. tablazat. Truth table

This means:

Let L be the Liar sentence formulated by (1):

"Nuel Belnap: Prosentence, Revision, Truth, and Paradox, http://www.pitt.edu/ belnap/143prosentence.pdf [3]
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(A2)
(A3)
(A4)

(1)
*(2)
*(3)
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If1 =|s|then0 = | ~ s|
If0=|s/thenl = | ~ |
If 2 =|s| then2 = | ~ s|

0#1land 1 #2

L gp~1L (This is a circular definition.)
L+ ~L (1)

2=|Lle2=|~1I] (2) (A3)

IfL < 4 ~Lthen2=|L| (3)

In other words, the Liar sentence does not express a proposition, because it is neither true nor false.

Consider, then, the following inference of the Adder paradox:

(AD)
(A2)
*(1)
*(2)
*(3)
*(4)
&)
(6)
(N

For all z, if x is a finite number then x # x + 1

Vo, x = §([x])

a="‘Sa+1

d(a) =0(6a+1") (1) (A2)
0(‘da+1")=da+1 (A2)

oa =da+1 @3
If a =%6a+ 1’. Then da = da + 1 (@
If da is a finite number then da # da + 1 (A1)

da is not a finite number but something else,

e.g. a infinite cardinal number. (1H(5)(6)

In both cases there is a fixed point.

The above solution does not work if we insist that the Liar sentence is true or false or that da is a finite

number. Solving the Liar paradox in the framework of classical logic or semantic and definition theory, we

must use language levels and different truth predicates. The following brief outline of Tarski’s solution is based

on an interpretation of the Axiom of Specification: To every set of sentence names P and to every one-to-one

map from sentence names to sentences S(z) there corresponds a set of sentence names 7" whose elements are

exactly those elements x of P for which S(z) holds.

,»Axiom of specification: To every set A and to every condition S(z) there corresponds a set B whose

elements are exactly those elements = of A for which S(z) holds.” Paul R. Halmos (1960: Naive Set Theory,

http://www.questia.com/read/10345494, Van Nostrand., Princeton, NJ., p.6)

Let P, P;, S be sets of sentence names; 7', 77, T» sets of true sentence names; and S(z), d1(z) one-to-one

maps (bijective functions) from sentence names to sentences.

Assuming that we have only a unique set of Truth (75 = T}), the consequence is logical fallacy, thus if
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(1) VPVSITVx(x €T <> (x € P(S(z))) Axiom of Specification
(2) VSITVz(x € T «» (x € P1(S(x))) (1)

3) ElTVl‘(:U el < (x eh ((51 (l‘) ) (2) 7 where 51(/\) > df)\ ¢ Ty
€)) V.%’(.% eTh + (.7,' S Pl(dl(x))) )15
5) AeTr < (Ae Pi(d:1(N) “)
6) NeTh+—(NeP(AgT) )
7 AePr—AeTy+ A A¢gT) 6)
A € Py, thatis, if A is a true or false sentence (xr € P, =: x expresses a proposition), then we must use

different sets of true sentences that are extensions of different truth predicates at different language levels.

Belnap claims: »We may ,,solve” the Adder paradox in the Tarski way, by classifying it as due to bad
grammar (a =‘da + 1’ both uses ,,a” on the left, and mentions it on the right).«Belnap is right regarding the
similarity, but he fails to localize the root of the disease. He should not degrade Tarski’s solution of semantic
paradoxes by using quotation marks, but should apply Tarski’s theory properly. For Tarski, every semantic
functor, such as the denote’ function or true’ predicate,has a certain level that is connected to a given language.
This means that we have a denote;’ function (J1) in language; and denotey’ function (d2) in languages. Let us
suppose that: (D2) Vx € terms of languages, © = d2([x]|) =: For every x terms of languages, [x| denotesy
x that is »‘a’ «denotes »a «, »‘b’ «denotes »b «, etc. »Julius Caesar «denotes a Roman general but »‘Julius
Caesar’«denotes a name of a Roman general. (Where [ | is the symbol for the citation function or quasi-
quotation in terms of Quine.) Note that, by using quotation marks, we mention rather than use the first two
letters of the alphabet. Applying the considerations above we arrive at the following formulation of the Adder
paradox.

Let §; symbolize the denotation function in language L defined for all the terms of L1, and let us baptize
the symbol ,, ‘41 (a) + 1’ ”, using the letter ,,a” for its name; that is, we declare that a = ‘01(a) + 1°, where
»a = ‘01(a) + 1” « is an object language sentence. Following Tarski, we can talk about this sentence on a
metalanguage level. We can talk about truth, or about what terms denote on both sides of identity relations,
only at the level of metalanguage. We can claim at the metalanguage level that do(a) = d2(‘d1(a) + 17), where
02 means the denote’ function in Ly defined for all the terms of L. (For the sake of simplicity we suppose that
the metalanguage contains the object language as a part.) It follows from D2 that §2(‘01(a) + 17) = d1(a) + 1,
hence d2(a) = d1(a) + 1, but this sentence of Lo does not contradict Peano’s axioms. In this way the
contradiction immediately disappears, thus—not surprisingly—we have eliminated the paradox. Sometimes

it is worth using Tarski’s solution rather than merely mentioning itE]

2Original appearance: The Reasoner 5/3, March 2011
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2.3. The inherent risks in using a name-forming function at object language

level

The truth problem is one of the central problems of philosophy. Nowadays, every major theory of truth
that applies to formal languages utilizes devices referring to formulae. Such devices include name-forming
functionsE] The theory of truth discussed in this paper applies to strict formal logic languages, the critique of
which must, therefore, also obey mathematical rigour. This is why I have used formal logic derivations below

rather than the argumentation of ordinary language.

The first derivation below demonstrates that some name-forming functions produce an antinomy. However,
in the first instance we can straightforwardly escape from the trap by denying the existence of that given
function. In the second derivation, however, I prove that the citation function can also produce antinomy.
Furthermore, in this case we cannot easily escape from the trap, because denying the existence of the citation

function is counterintuitive.

In mathematics it is often difficult to understand that two formulae are equivalent, although it is evident that
a formula is always equivalent to itself. The axiom that follows (Axiom A) makes a similar claim in the domain

of logical formulae.

Let L be a first-order logic language, including the one-to-one name-forming function £, which is a mapping
from formulae to names. Let £~! be the inverse of £. The iteration of the operator & is acceptable. If z is a
formula name of L, then £ -1 (z) is a formula of L. There are no restrictions for £, and hence, Axiom A, which

is a version of Tarski’s /3, is intuitive:

(A) J¢((¢ is a one-to-one function of L in the domain of L WFFs) & VaVy(if x and y are L sentence names

and x = y, then ({1 (z) < £7(y))))

The following derivations are based on Quine’s deduction technique outlined in his book,,Methods of
Logic”. What follows is a proof by contradiction: the asterisk indicates the original premise which is assumed,
and all subsequent consequences of that premise. The absence of an asterisk prefix to (7) indicates that that

line not depend on previous premises, but instead holds absolutely. The absence of an asterisk thus indicates

3Original appearance: The Reasoner 9/5, May 2015
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a claim to validity. The argument, and specifically premise (2), is a formulation of Tarski’s derivation of an
antinomy from the unrestricted use of quasi-quotation. (For further clarification of this point and its relation to

Tarksi see the discussion that follows this derivation.)

There are no specific restrictions for &; so, we apply premise (2):

*(2) Jx(z is a sentence name of L &

r=9(Vylz =y —~v"())) (A)

~ is such a bijective function
*3) 2=7(Vy(z=y—=~7"'() )z
W oy e Vy(z=y —~77(Y) (A) (3)
¥ YR e (=22~ (2) By==z
*6) v H(2) o~y H(2) (5)

(7) If (A) and (2) are true, then v~ 1(2) <+~ 77 1(2) (A) (2)

(8) If (A) is true, then there is no such ~y function. (7)

Since axiom (A) is a plausible assumption, it is preferable to deny the existence of function ~y and preserve
(A). Nonetheless, it is clear that this argument is readily transformable to another inference based on another

name-forming function. What if we substitute function y with the so-called citation function?

Tarski designated the ,, (Ax)" 27" function as the ,.citation function” or ,,quasi-quotation,” distinguishing
the usage of the citation function from the normal usage of quotation marks. The quasi-quotation is only one
possible name-forming function among many others, like Godel numbering.

In the domain of well-formed formulas (WFFs), the quasi-quotation function is not a partial function;
however, other name-forming functions can be partial functions. This means that one can form an individual
constant of any WFF or term by applying quasi-quotation, and can quote quote-names; however, other name-
forming functions leave one’s hands tied: in other cases, it is not permitted to iterate the use of name-forming
functions. It must be noted that there is no problem in using quasi-quotation at the metalanguage level in the
domain of formulas of the object language. In this case, "p' is not a name of object language names, but a
name of metalanguage names. In another case, if one applies a formal logic language including quasi-quotation
at the object language level, then one has to handle this device very carefully. We know from Tarski that

quasi-quotation itself is a very risky device which can produce antinomy. Tarski only sketched the argument:

Let the symbol ¢’ be a typographical abbreviation of the expression the sentence printed on this
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page, line 6 from the top’. We consider the following statement: for all p, if c is identical with the

sentence ‘p’, then not p ... We establish empirically:

(cv) the sentence ‘for all p, if c is identical with the sentence ‘p’, then not p’ is identical with c.

In addition we make only a single supplementary assumption which concerns the quotation-function

and seems to raise no doubts:

(B) for all p and q, if sentence ‘p’ is identical with sentence ‘q’, then p if and only if q.

By means of elementary logical laws we easily derive a contradiction from the premises («) and

(B) (Alfred Tarski, 1936: The concept of truth in formalized languages. In [32]], p.162). Although

Tarski’s argument has been reconstructed before, the reconstruction below appears to be novel.

Let,, ()\x)’_xj_l ” symbolize the denotation function: if = is a formula name of L, then 271 is a formula

of L. Let us then consider the following inference:

(B) (((Az)"z is a one-to-one citation function of L in the domain of L WFFs) & VaVy(if  and y are L

sentence names and & = y, then "z 77!« Ty 1))

There are no specific restrictions for (Az)" 2" name-forming function, so we apply premise (2):

“(2)

*(3)
*(4)
*(5)
*(6)
(7
®)

Jz(x is a sentence name of L &
z="Vylw=y—~"y" )7
="(Wy(z=y =~y )

Fy=1 o Vy(z =y =~ I—y—l—l)

2l s (=2~ T2

PV I o

If (B) and (2) are true, then "2 71 5 ~ Tz 1
If (B) is true, then there is no

such (Az)" 2 name forming function.

(B)

(2)z
(B)(3)
Dy ==z
(%)

B) (2)

(N

Thus, applying the citation function as a name-forming device at the object language level does indeed

result in an antinomy. It follows from the above-mentioned inference that any theory including (B) — similar to

the Revision Theory of Truth — is inconsistent. Gupta and Belnap declare in their seminal work: ,, ... L contains

for each sentence A a quotational name ‘A’. The interpretation I assigns to the name ‘A’ the sentence A.” (Anil

Gupta and Nuel Belnap: The Revision Theory of Truth [[12] p.75). Philip Kremer says: ,,L~ will have a quote

name ‘A’ for every sentence A of L~.” (2014: The Revision Theory of Truth, The Stanford Encyclopedia of

Philosophy, Summer 2014 Edition).
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The conclusion is that it is advisable to use name-forming devices at the metalanguage level; otherwise,
at the object language level, one must carefully restrict the domain of the name-forming function to avoid its

iterated usage. (I thankfully acknowledge the helpful assistance received from Peter Fekete.)



82

2. FEJEZET. II. ANGOL NYELVU SZOVEGEK



2.4. LOGIKAI SZIMBOLUMOK, ABRAK JEGYZEKE

2.4. Logikai szimbdélumok, abrak jegyzéke

] Formélis jel \ Magyarazat \ Megnevezés

~ Nem igaz, hogy ... tagadas, negicid

& ..és ... és, konjunkci6

\% ...vagy ...(megengedd érte- | vagy, alterndcid, diszjunkcid
lemben)

\Y% vagy ...vagy ... kizar6 vagy

— Ha...akkor... kondicionalis, materialis

implikécié

<> akkor és csak akkor, ponto- | bikondiciondlis, materidlis
san akkor ha ekvivalencia

F ... bdol megengedett dtalakitd- | logikai levezethetdség
sokkal levezethetd ...

= Az el6tag igazsdga minden | logikai kdvetkezmény
megengedett értelmezésben
maga utdn vonja az utdtag
igazsagit

& Kovetkezmény mindkét | logikai ekvivalencia
irdnyban

= Igaz, amikor a jel két oldaldn | azonossdg, identitds reldcid
ugyanannak a neve szerepel

=+ Igaz, amikor a jel két oldaldn | nem azonossdg, kiillonb6z6-
kiilonb6z6 dolgok nevei sze- | ség
repelnek

= Egyformasag, egybevagdsdg | ekvivalencia reldcid

= Hasonl6sag tolerancia reldci6

@ korabbi vagy egyideji @ - el

83
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’ Formélis jel ‘

Magyarizat

Megnevezés

€

N

3B N

B

Az Euler féle szim eleme a
valds szamok halmazéanak
Az Euler féle szdm nem ele-
me a raciondlis szdmok hal-
mazanak

Emberi lények halmaza C ci-
vilizaciét alkoté lények hal-
maza

ikrek C testvérek

Két vagy tobb dolog viszo-
nya.

A gyereke reldcié tranzitiv
lezartja a leszarmazottja rela-
cié.

Az elevensziil6k gyermeke-
ihez hozzarendeli az anyju-
kat (a mesterséges beavat-
kozasoktdl eltekintiink.) A
gyermekek halmaza a fligg-
vény értelmezési tartomanya,
az anyédk halmaza a fliggvény
értékkészlete.

Minden ...

Van olyan ...

Van pontosan egy olyan ...
Az adolog ...

Sziikségszert, hogy
...(Béarhogy is alakulnak
vagy alakulnanak a
koriilmények, az  dllitas
igaz marad.)

Lehetséges, hogy
...(Bizonyos koriilmények
kozott az 4llitds igaz.)

eleme relacio

nem eleme relacio

részhalmaza

valddi részhalmaza
relacid

reléci6 tranzitiv lezértja

fliggvény

univerzdlis kvantor
egzisztencidlis kvantor
unicitds kvantor
deskriptor
sziikségszer(i operdtor

lehetséges operitor
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