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I. Bevezetés

Dummett nyoman realistanak hivom azon szemantikai al-
laspontokat, melyek szerint kijelentések egy adott oszta-
lya kapcsolatban van egy olyan valésaggal, amely a tu-
dasunktol fiiggetleniil létezik, oly médon, hogy ez a valo-
sag igazza vagy hamissa teszi allitasainkat az osztalybol,
fliggetleniil att6l, hogy mi ismerjiik-e vagy egyaltalan ké-
pesek vagyunk megismerni ezeket az igazsagértékeket.
Hasonloan, anti-realistdnak hivom azon &lldspontokat,
amelyek tagadjak tudasunktol fiiggetlen igazsagértékek
létezését az adott osztallyal kapcsolatban.

Az intuicionizums és a konstruktivizmus anti-realista
allaspontok a matematikai allitasokrol.

I1. Torténeti attekintés

To6bb anti-realista matematikai elmélet gyokerei Kantig
nyulnak vissza (pl.: Brouwer), akinek jellegzetes mate-
matika felfogasa szerint (T.E.K.) minden matematikai
allitas szintetikus a priori természetd (ellentétben mond-
juk G. W. Leibniz nézeteivel). Kant szerint a matema-
tika bazisa a tér és az id§ tiszta belss (az érzéki tapasz-
talast megel6z8) szemlélete, intuicidja. A matematika
szintetikus jellege abban nyilvanul meg, hogy a matema-
tikai tételek gondolati konstrukciok eredményei.

Kronecker volt az els§ matematikus aki méar konstruk-
vistanak tekinthet§. Hires mondasa: ,Az egész szdmo-
kat Isten teremtette, minden mds emberi alkotds.”. Kor-
vonalazott egy aritmetizalasi” programot az algebra és
az analizis szamokkal val6 megalapozasara (kés6bb: Bis-
hop). Csak azokat a definiciokat tekintette elfogadhato-
nak, amelyeket véges lépésben ellenérizni lehet. Ez ve-
zette el a tiszta egsziztencialis bizonyitasok kritik4jahoz.

Késébb a francia pre-intuicionistak fejtettek ki tobbé-
kevésbe konstruktivista nézeteket. A legfontosabb alak-
jai ezen irdnyvonalnak: Baire, Borel, Lebesgue, Lusin és
Poincaré. Tamadtak a Zermelo-Fraenkel-féle halmazel-
méletet megalapozo6 axiémarendszer kivdlasztdsi axiomd-
jdt és a Jogicizmust”: Poincaré gyakran idézett mondésa:
»Egy szillogizmus nem tud semmilyen esszencidlisan djat
tanitani nekiink.” (1902). Szerintiik a matematikaban
tobbre van sziikségiink mint logikéra: intuicidkra.

Az intuicionizmus els§ preciz megfogalmazésa L. E. J.
Brouwer holland matematikus nevéhez fiiz6dik. Brou-
wer szerint a matematika az elme belsé szabad alkotasa
és fliggetlen mindenféle nyelvtsl vagy platonikus valo-
sagtol. Szerinte a matematika nem fiigg a logikatol és a
logika a matematika része, valamint a matematikat nem
lehet axiomatikus médon megalapozni. Elutasitotta a
Hilbert féle formalizmust és a Cantor féle halmazelmé-
letet. A logika szamara csak egy megbizhatatlan eszkoz
a kommunikaciora. A matematikai gondolkodéas — Brou-
wer szerint — matematikai struktirak megalkotasabol all,

és a szillogizmusokhoz hasonlé logikai strukturdk megje-
lenését csak a szabaly alkalmazésa kézben végzett mate-
matikai konstrukcio igazolja. A logikat alkalmazott ma-
tematikanak tekintette és empirikus tudoméanynak. Sze-
rinte nem létezik meghatarozott matematikai igazsag a
gondolkodéson kiviil, és egy allitds csak akkor lesz igaz
ha a szubjektum megtapasztalta az igazsagat (amit a
megfelel6 mentéalis konstrukcié véghezvitelével tud meg-
tenni). Hasonloképpen, egy allitas csak akkor lesz hamis,
ha a szubjektum megtapasztalta a hamissagat (mivel fel-
ismerte, hogy egy meghatérozott logikai konstrukcié nem
lehetséges). Tehat Brouwer szerint nincsenek nem meg-
tapasztalt (tudasunktol fliggetlen) igazsagok. Ezen néze-
tei a konstruktiv matematika megalkotésahoz vezettek.

A konstruktivizmus egy még radikalisabb aga a fini-
tizmus. A finitistak, példaul Skolem és Goodstein, kriti-
zéktak az absztrakt fogalmak hasznalatat a matematika-
ban és egy nagyon korlatozott konstruktiv matematika
bevezetését javasoltak, amelyben csak szigortian véges
matematikai objektumok hasznéalata megengedett (mint
amilyen egy természetes szdm) és ezeken az objektumo-
kon csak konkrét (effektiv) kombinatorikus miveleteket
szabad értelmezni (pl. amilyen egy szorzétabla).

A konstruktiv rekurziv matematika f6leg Markov ne-
véhez fliz6dik, és az algoritmusok vagy rekurziv fliggvé-
nyek elméletén nyugszik. Markov konstruktiv matema-
tikdjanak alapjai: (ml) a matematika objektumai kii-
16nboz6 abe-k folotti szavak; (m2) realizalhato abszt-
rakci6 megengedett a matematikiban, de nem megen-
gedhetSek az aktualis végtelent hasznald absztrakciok.
Elmélete egy rekurziv matematika intuicionista logikai
alapokon. Azonban Markov szigoribb mint az intuicio-
nistak, ugyanis csak olyan kivalasztasi sorozatokat enged
meg, amelyek egy véges algoritmus &ltal el6re adottak.
A Markov-elvet viszont az intuicionistak utasitottak el.

ITI. A klasszikus és a konstruktivista
matematika /logika viszonya

FormaAlis intuicinista rendszereket el§szér Brouwer tanit-
vanya A. Heyting dolgozott ki, példaul a formaélis intu-
icionista propozicionalis és predikdtum logikat valamint
az intuicionista aritmetikat (Peano nyoméan).

Az intuicionista logika jellegzetes vonésa, hogy az al-
terndciot és az egzisztencidlis kvantor szigorubb moédon
van értelmezve. Az - AV B csak akkor teljesiil, ha - A
és - B koziil legalabb az egyik teljesiil, igy nem lesz ér-
vényes a kizdrt harmadik elve. Az egzisztencidlis kvantor
tekintetében pedig: a ,létezik” jelentését azonositjak a
ytudunk konstrualni™val. Tehat - JzF(x) csak akkor
teljesiil, ha van olyan ¢ terminus, amelyre - F(t).

Egy alapvet§ eredmény az intuicionista logika-
val kapcsolatban, hogy a klasszikus és intuicionista



(propozicionalis- és predikatum-) logika ekvikonzisztens.
A propozicionalis logikara ezt Glivenko bizonyitotta be
el6szor 1929-ben. A klasszikus propozicionalis-kalkulust
jeldljiik PC-vel mig az intuicionista megfelel§jét IPC-vel.
Glivenko bebizonyitotta, hogy egy A formulara PC-ben
F A akkor és csak akkor, ha IPC-ben - ——A. (Sé6t: PC-
ben - = A akkor és csak akkor, ha IPC-ben F —A.)

A predikadtum-kalkulusok (QC, IQC) esetére az ekvi-
konzisztenciat Godel és Gentzen bizonyitottak be (fiig-
getlentil). Tételiik szerint egy L nyelv minden A formu-
lajara megadhaté egy olyan g(A) formula (A ,negativ
forditasa”), hogy a kovetkezs harom &llitas teljesil:

(k1) QC-ben F A « g(A);

(k2) IQC-ben  g(A) < ——g(A);

(k3) Ha QC-ben I A, akkor IQC-ben + g(A).
Interpretaciot (szemantikat) intuicionista logikahoz Kle-
nee, Beth, Aczél és Kripke is adtak. A Kripke féle
lehetséges vilag szemantikara (1965) az intuicionista
predikatum-logika helyes és teljes.

Az intuicionista logikadra hatékony matematika épit-
hetd, amelyre példa Bishop munkaja: ,,A konstruktiv
analizis megalapozasa” (1967), melyben a modern ana-
lizis nagy részét intuicionista alapokon tujra felépitette.
Olyan tételek konstruktivista valtozatat adta meg, mint
amilyen a Stone—Weierstrass tétel, Hahn—Banach tétel,
Hilbert tér beli 6nadjungalt operatorok spektral tétele,
az absztrakt integralok Lebesgue féle konvergencia té-
tele és olyan fogalmak intuicionista megfelelsit adta meg,
mint a Haar mérték és a Fourier transzformacio.

IV. A ,tertium non datur” biralata

Az intuicionistak egyik alaptézise, hogy a klasszikus (re-
alista) matematika érvénytelen kovetkeztetési formakat
tartalmaz (pl.. AV —A, =—A — A) és ezeket intuicio-
nista (konstruktiv) modszerekkel kell helyettesiteni.
Brouwer konstrualt tobb ,ellenpéldat”’, amelyekben
azt igyekszik kimutatni, hogy a kizart harmadik elve nem
univerzalisan érvényes. Pl.: legyen G(n) igaz, ha n els-
all két primszam Osszegeként és hamis kiilonben. Ekkor
nézziik a kévetkezs (an € Q,n € N) sorozatot: ag =1 és

o { an_1 - (1/2)"

an—1

ha Vj < n: G(2j + 2), (1)
ha Ik < n: -G(2k + 2),

ez a sorozat jol definidlt és Cauchy sorozat is, igy egy
kezik, hogy csak akkor tudjuk, hogy o = 0 ha tudjuk,
hogy mindig a definici6 els§ fele az érvényes, tehat ha
bebizonyitottuk a Goldbach sejtést. Hasonléan a # 0
-4t is csak akkor tudnank ha maéar cafoltuk volna a sej-
tést, de ezidaig egyiket sem tette meg még senki, igy
-Vz € R:z =0 Va #0. Tehat el kell vetniink a kizart
harmadik elvét ha a valés szamok effektiv intuicionista

Hasonlé eszkozokkel mutatta
meg, hogy a valés szdmok teste nem vaghato szét racio-
nalis és irracionalis diszjunkt halmazokra (a fliggvény és
a valos szamok intuicionista definicijaval).

Pourciau allaspontja szerint az intuicionizmus egy
kuhni értelemben vett tudomanyos forradalom lehet&sé-
gét hordozta magaban, de f6ként torténeti okokbol elbu-
kott. Egy masik cikkében — amit egy szindarab forméja-
ban irt meg — agy érvel, hogy ha néhany nagyon egyszert
(szinte onevidensnek latszo) alapelvet elfogadunk a tu-
domanyos vizsgéalatok alapelveiként, akkor ezekbsl mar

kovetkezik a intuicionizmus. Ezen elvek a kévetkezdk:
(pl) Ismerniink kell egy allitas jelentését, mielstt azt
vizsgalnank, hogy igaz-e;
(p2) Ne épitsiink teljesen megalapozatlan feltevésekre;
(p3) Az egyszertitsl haladjuk a kevésbé egyszert felé.
A matematika els6dlegességét a logikaval szemben pél-
daul (pl) és (p2) tamasztja ala, a természetes szamok
axiomatizalasa ellen a (p3) feltétel alapjan lehet érvelni.
Dummett és kés6bb &t rekonstruédlva Prawitz szeman-
tikai alapokon érveltek az intuicionizmus mellett. Sze-
rintlik egy mondat jelentése nem valaszthato el attdl a
kérdéstsl, hogy hogyan alapozhaté meg a mondat igaz-
sdga. Dummett egy wittgensteinidnus jelentéselméletet
védelmez, amely szerint a jelentést a hasznalat hata-
rozza meg. Ez az elmélet legaltalanosabban taldn tugy
tamaszthato alé, hogy a jelentésnek kézolhetének, a koz-
lésnek pedig megfigyelhetének kell lennie. Egy méas érv
lehetne a nyelvtanulas érve, mely szerint egy nyelvet
megtanulni annyit tesz, mint megtanulni egy bizonyos
modon hasznalni. Alkalmazva ezt a matematikara azt
kapjuk, hogy egy matematikai allitds jelentése a bizo-
nyitasok altal adott. Tehat az hatarozza meg egy alli-
téas jelentését, hogy (j1) hogyan bizonyithato, valamint,
(j2) hogyan viselkedik més allitasok bizonyitasakor. Ez a
kétféle hasznélat azonban konfliktusba keriilhet egymés-
sal: az eldonthetetlen allitasok esetében. Ilyen esetekben
(j1) hasznalatnak van els6bbsége. Tehat: ha el kivanjuk
keriilni az ilyen konfliktushelyzeteket, akkor le kell cse-
rélniink a klasszikus logikat az intuicionistara.

V. Errores intuitionistarum

(el) Véleményem szerint Husserl kritikdja a logika pszi-
chologiai megalapozasara vonatkozoan (Logikai vizsgalo-
dasok) alkalmazhat6 az intuicionizmus ellen is. A pszi-
chologia nem alkalmas arra, hogy a logikat megalapozza,
mivel nem tudja aldtamasztani a logikai kovetkezteté-
sek altaldnos érvényét. A pszichologizmus sziikségkép-
pen szkepticizmushoz vezet, mivel a tudas szubjektum-
relativva valik. Azonban ennek az episztemikus rela-
tivista szkepticizmusnak mar a megfogalmazésa ellent-
mond annak, ami szubjektiven vagy objektiven a sajat
igazsaganak feltétele (Jan Patocka szavaival).
(e2) Egy problémaja az intuicionizmusnak, hogy mi biz-
tositja a matematika interszubjektivitdsdt. Ha azt mond-
jak, hogy ,,az a priori médon adott intuici6” akkor mé-
gicsak elfogadnak valami tudasunktol fiiggetleniil 1étez6
objektivat, ami egy realista allasponthoz vezet.
(e3) Keérdések (e2)-hoz kapcsolodva: Mi korlatozza a
szubjektumot abban, hogy valamit bebizonyitson (pl.:
AAN-A)? Miért nem teljesen szabad a matematika? Mit
is jelent pontosan az, hogy ,,megkonstrualni”?
(e4) A matematika a fizikai vilagra valo ,alkalmazhatosa-
gaval” is komoly gondok vannak az intuicionizmusnal, ha
nem akarnak egy szolipszista allaspontra visszavonulni.
(eb) A nem-teljességi tételek is alkalmasak lehetnek az
intuicionizmus kritikdjara. A konstruktivistak azt allit-
jak, hogy egy allitast csak akkor tarthatunk igaznak, ha
konstruéltunk hozza egy bizonyitast az elménkben, azon-
ban Gddel nem-teljességi tételei éppen azt mutatjak meg,
hogy az igazsag nem feleltethetd meg a bizonyithatosag-
nak egy effektiven axomatizalhat6 elméletben.

Zarszo: Az emberi elme szadmara ugyanis egyetlen
tarthato allaspont van csak: a platonizmus.” (Godel)



