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Bertrand Russell a XX. Szazad elején megcafolta azt a feltevést, hogy minden a
tulajdonsagra van olyan halmaz amelynek azok és csak azok az elemei, melyekre igaz a
tulajdonsdg. A bizonyitashoz felhasznalta az ,,0nmagénak eleme” tulajdonsagot. Hogy jol
megértsikk a feltevést és a bizonyitds 1ényegét, bemutatok egy szemléletes példat. Az
érthetdség kedvéért a bizonyitast, a lényeget nem érinté mértékben, modositottam. A példaval
amellett kivanok érvelni, hogy filozo6fiai szempontbdl én miért a ,,részhalmaz axidéma” alapjan
kidolgozott megoldast tartom meggy6zonek az ellentmondas elharitdsara, bar tudom mas
megoldasok is vannak. A masik hasonl6an fontos célom az, hogy megmutassam a részhalmaz

., P , srerel
axidma tartalmazza Tarski igazsag koncepcidjat.

A halmazok a magyarazatok céljatol fliggden tobbféle modon is dbrazolhatok. Egy
ilyen abrazolas minden esetben sziikségszerlien toredékes, mivel a halmazelmélet axiomatikus
felépitésében, ha csak az iires halmaz létét feltételezziik, mar abbol is végtelen sok egyéb
halmaz léte kovetkezik. Ennek ellenére szemléletességiik folytan hasznosak a halmazok
geometriai alakzatokkal valo &brazoldsai, mint egy elképzelt végtelen rendszer toredékes
megjelenitései. Néhany egyszerli halmazelméleti allitas jol illusztralhato korokkel — Venn
diagramokkal — vagy mas sikidomokkal, de ilyen médon nem abrazolhato, hogy egy halmaz
eleme Onmaganak. Ezért egy mas megoldast valasztok, olyat, amelyik jol illusztralja a
probléma természetét. Képzeljiik el a hazai klubok klubjat. Ha a klubokat egy-egy betiivel
jelenitjiik meg a szovegben, akkor tekinthetjiik a klubok klubjat olyan halmaznak, amelynek
elemei a klubokat jelképezd betiik, és még a klubok klubjat jelképezd betli is az eleme a
halmaznak, azaz 6nmaganak. Ez a halmaz alloképet mutat a klubokrdl, nem képes abrazolni,
hogy egy klub, vagy akidr maga a klubok klubja megszlinik. De ahogy a fényképek is

hasznosak a mozgo6 filmek mellett, ugy ez az egyszerti abrazolas is hasznos abbol a célbol,
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hogy ravilagit, nem merd abszurditas foltételezni, hogy egy halmaz eleme sajat magénak. Az
abrazolasban képzeletben még tovabb megyek. A halmazokat és elemeiket szogekkel,
halmazok ¢s elemeik kozott fennallo ,,eleme” relaciot pedig iranyitott spargakkal jelenitem
meg. Az Osszekotéseknek meg van jeldlve az eleje €s vége. Az irott szovegben nyilakkal
abrazolom az Gsszekotéseket, és betiikkel a szogeket.

Az eredeti paradoxon levezethetd egy axiomabol, a mostani magyardzatban azonban
ennek helyén, ennek a céljara nem allitas, hanem egy feladat szerepel. Vilagitsa meg ezt egy

egyszeru példa. Az egész szamok halmazan legyen a paros szamok definicidja a kovetkezo:

Egy egész szam akkor €s csak akkor paros, ha maradék nélkiil oszthato kettével.

Ebben a meghatarozasban egy feltételt adunk meg, és ha a feltétel teljesiil, akkor a szdm
paros, ha nem teljesiil, akkor nem paros. A definici6é kettéosztja a egész szdmok halmazat
parosokra és nem parosokra, ¢s miden egész szam beletartozik a két halmaz koziil az egyikbe,
de csak az egyikbe. Ha vizsgdloddsunkat az egész szamokon beliil véges sok szamra
korlatozzuk, akkor ezt a szétvalasztast egy feladattal is végrehajthatjuk. Vessziik egyenként a
megvizsgalandé szamokat, mindegyiket elosztjuk kettdvel, és ha van maradék az egyik, ha

nincs a masik halmazba helyezziik. Ilyen modon megfeleltettiink a ,,paros szam” fogalma
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megfogalmazni. Miutan megvizsgaltuk a feladatot, forditva fogok eljarni: a feladatot fogom
visszaforditani egy axidmara és nem forditva, mint a ,,paros szdm” esetén tettem. Latni fogjuk,
hogy mi a kiilonbség egy ellentmondasos feltételt tartalmazo feladat és egy paradox feladat

kozott. Lassuk ezek utan a példat!

Az els6 emeleten egy szobdban vas szogek vannak kalapélva a padloba. Néhany szog

0ssze van kotve egymassal vagy 6nmagaval az alabbi modon:
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Mint lathato két szog kozott egy iranyban legfeljebb egy 6sszekdtés van, €s némelyik szogon
van hurok, masikon pedig nincs. A feladat a kovetkez6: Keziinkbe adnak egy eziist és egy réz
szOget azzal a feladattal, hogy az elébbit kdssiik 0ssze az Osszes olyan a szobaban 1évé szog-
gel amelyiken nincs hurok, de kiindul beldle sparga, mig az utobbit az 6sszes olyan szintén a
szobaban 1évd szoggel, amin van hurok, és kiindul beldle sparga. Az 0j Osszekotéseknek
mindig a réz vagy eziist szogekbdl indulhatnak ki. A feladattal akkor vagyunk készen, ha
elkészitettiik az egyetlen helyes megoldast.

Ismét lerajzoltam az els6 emeletet, de most mar az 01j szogekkel egylitt. Oldjuk meg a

feladatot, hizzuk be ceruzaval a sziikséges osszekotéseket!?

ST T T

a l h—*c (IU f—hf g<+——Nh

eziist rez



Az eziist szoget nem Kkell 6ssze kotni a °d, e, g’ nevii szogekkel, mert nem indul ki bel6liik
zsineg, és nem kell 6sszekdtni az ’a, ¢, f’ szogekkel, mert hurok van rajtuk. Viszont a ’b, h’.
szogekkel Ossze kell kotni, mert azokon nincs hurok, de kiindul beldliik sparga. Kénnyen
belathato, hogy a réz szog esetén két megoldas is van. Ez is baj, hisz most nem tudjuk, hogy

melyiket valasszuk.

A kordbban emlitetteknek megfelelden a szogeket halmazok vagy elemeik, a spargakat pedig

az ,,eleme” relacid abrazolasanak tekintve a feladatnak megfelelé formulak kovetkezok.

1) Minden x-re: xeeziist = (xeU & Fy.yex & x¢X)
(2) Minden x-re: xeréz=(xeU & Ay.yex & Xex)

A formuldkbol ki lehet kovetkeztetni a megoldast. Ha az eziist szoget a szobaban kalapaljuk a

padloba, akkor az ennek megfeleld (3) formula igy fest:

(3) eziisteU

(3) alapjan (1)-bdl és abbdl a ténybdl, hogy beeziist ez kdvetkezik:
4) eziisteeziist = ( ezlisteU & ezilistgeziist)

Viszont (4)-bél az kovetkezik, hogy

(5) eziisteU o (eziisteeziist = eziistgeziist)

Mivel az, hogy ’eziisteeziist = eziistgeziist’ logikai hamissag (ellentmondas), ezért a
kondicionalis eldtagjanak tagadasara kell kovetkeztesslink, azaz arra, hogy eziist¢ U, tehat az
ezlist sz0g nem lehet a szobdban. (Zermelo szerint az 0j szdgek az elsd szinten is lehetnek
csak a szoban kiviil kell legyenek, viszont Russell szerint magat a feladatot is Gjra kell
fogalmazni ugy, hogy mindig csak egy emelettel foljebb 1év6 szogekbdl vezethetnek zsinegek
az alattuk 1évo szOgekhez.) A feladat megoldasanak kulcsa tehat az a kérdés, hogy hova
kalapaljuk a réz és eziist szoget? Ha az U szoban beliil, akkor a feladat megoldhatatlan az

eziist szogre, és nem egyértelmii a réz szogre, ha viszont a két ) szdget a szoban kiviil



helyezziik el, a feladat megoldhaté mindkét 0j szog esetén. Ha most az 0j a halmazt — amit
esetlinkben az eziist vagy réz szog jelolt — egy altalanos H halmazzal, a szobat U halmazzal, a
‘nem eleme Onmaganak’ feltételt pedig egy altalanosabb F(x) formulaval helyettesitjik,
amelyik az elsérendii logika valamely egyargumentumu nyitott mondata, akkor masodrendi
logikai nyelvet hasznalva megkapjuk a részhalmaz axiémat:
VEYUIHVYX (xeH = (xeU & F(x)))®
Most, hogy talaltunk egy megoldast, érdemes végiggondolni mas kivezetd utakat is. Tobb is

van, ¢és ezek koziil némelyik nem alkalmazhat6 a halmazokra, csak a fenti szogeket tartalmazo

példéra. Lassuk hat az alternativ javaslatokat!

1: Kosstik ki, hogy listaval, felsorolassal kell megadni a réz és eziist szogek 0sszekotéseit. Ez
a megoldas csak véges sok elem esetén hasznalhat6. Miért nem fordulhat el ebben az esetben
soha, hogy nem tudjuk megoldani a feladatot? Egyszertsitsiik le a feladatot amennyire
csak lehet, legyen csak egyetlen szogiink, az eziist sz6g, A kiinduld helyzetben ne legyen az
eziist szogon hurok. Legyen az a feladat, hogy kossiik 0ssze az eziist szoget Gnmagaval, ha
nincs rajta hurok. Akkor vagyunk készen a feladattal, ha a végeredmény megfelel a
feltételnek. Nagyon fontos az utdobbi megkdtés. Ezen megkdtés nélkiil egy gép megvizsgalna
az ezlst szoget, latna, hogy nincs rajta hurok, ezt a tényt Osszevetné a feltétellel, majd
kikovetkeztetné, hogy hurkot kell kotni a szdgre, rakotné a hurkot az eziist szdgre, és
befejezné a feladat végrehajtasat. A gép ugyanis teljesen mechanikusan gondolkozik. Csak
nekiink embereknek iitne szoget a fejiinkbe, hogy a feladat végrehajtasanak eredményében
valami hiba van. Egy gép ezt nem igy értelmezi. Sorra veszi egyenként a feladat elemeit,
végrehajtja azt ami a feltételbdl kovetkezik, és a kdvetkezd objektumra 1ép, vagy befejezi a
feladat végrehajtasat. Ha azt akarjuk, hogy miikodése megfeleljen a jozan észnek, akkor kiilon
ki kell kossiik, hogy minden egyes 1épést ellendrizzen, és ha hibat talal kezdje ujra. Ekkor a
gép, amikor az eziist szoghdz ér végtelen ciklusba fog keriilni, és soha nem lesz képez
befejezni a feladatot. Most visszatérhetiink annak a megfontolasara, hogy miért nem fordulhat
ez eld, ha listaval vannak megadva a feltételek? A lista esetén nem kell az objektumok

tulajdonsagat vizsgalni, csak az azonositasukra van sziikség. Az objektumok tulajdonsagait



hidba modositana esetleg a feladat végrehajtasa, az nem befolyasolhatja a feladat lefutasat,
mert nincs hatéssal az elére megadott listara. Amikor viszont az objektumok tulajdonsagaitol
fligg a feladat végrehajtasanak minden egyes 1épése, akkor baj szarmazhat abbol, ha a feladat
végrehajtasa kozben az egyes 1épések a sajat feltételeikre is befolyassal vannak. Nem okoz ez
minden esetben megoldhatatlan feladatot, de okozhat. Amikor az imént lecsupaszitottuk a
feladatot egyetlen szdgre, akkor pontosan ez okozta a bajt. A szdg azon tulajdonsaga, ami
meghatarozta, hogy mit kell tenni, az ellentétére valtozott a végrehajtas soran. Ezért ha az is
kovetelmény, hogy a végrehajtds eredménye is feleljen meg a feltételnek, akkor a feladat
megoldhatatlan.

A paradox helyzet elkeriilésének elegendo feltétele, hogy kikotjiik, a szabaly (a
feladat) szempontjabol vilagosan el kell kiiloniteni a kiindulo feltételeket az eredménytél. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy a feladat, a szabaly nem lehet befolyassal a kiindul6 allapotra. Ez a
megkdtés nem minden esetben sziikséges. Vegylik ismét a leegyszeriisitett feladatot! Legyen
adott az eziist sz0g, amin nincs hurok. A feladat az, hogy kdossiink ra hurkot akkor és csak
akkor, ha van rajta hurok. A feladat végrehajthatd. Ha most nem kotiink hurkot az eziist
szogre, az megfelel a kikotésnek és a feladatot sikeresen befejeztiik. Viszont hogyan
értékeljiink egy olyan megoldast, ha valaki tgy oldana meg ezt a feladatot, hogy mégis hurkot
kot az eziist szogre?

A két utobbi példa ismét azt mutatja, hogy gondot okozhat egy feladat dnmagara
visszahat6 jellege. Mindazonaltal, szdmos olyan alkalmazas van, amikor egy automata kiindul
egy kezdeti allapotbol, végrehajtja az utasitast, majd az eredményt behelyettesiti a kezdeti
allapotba, ¢és Ujra kezdi. Egy ilyen folyamat sok esetben véges 1d6 alatt befejezddik, ha nem is
mindig. (Amikor nem fejezddik be, akkor is lehet hasznos, ha egy meghatarozott eredmény
fel¢ tart.) Bizonyos esetekben csak latszolag az a helyzet, hogy egy feladat végrehajtasa
Onmagara is visszahat. Pl.: A magyar nyelv nyelvtani szabélyai kétségteleniil befolyassal
vannak azokra a magyar mondatokra, amelyeken a nyelvtani szabalyokat megfogalmaztak.
Viszont ez egyaltalan nem jelenti azt, hogy magukra a szabalyokra is befolyassal volnanak,
hiszen rossz nyelvtannal €s rossz helyesirassal is meg lehet fogalmazni jO nyelvtani

szabalyokat, s6t akar mas nyelven is meg lehet fogalmazni a magyar nyelvtan szabalyait.



2: Készitsiink fényképfelvételt a szoba kezdeti allapotarol, és kiilonboztessiik ezt meg az
eredménynek megfeleld allapottol. Ez a megoldas azért nem alkalmazhat6, mert a halmazok

¢s elemeik kozotti relacio fiiggetlen az id6tél, nem az iddben 1étezik.

3: Kossiik ki, hogy az 0j szogekre soha nem keriil hurok. Az ennek megfelelé halmazelméleti
feltevés igy fest: VFIyVX (yey & (x2y o (F(X) = xey)))

Azonban Quine kimutatta, hogy ez a feltevés ellentmondasra vezet.?

A feladatok, utasitasok nyelve magaban foglalja az allitdsok nyelvét. Utdbbi természete ebben
az Osszefliggésben vilagosan megmutatkozik. Amiképp a fogalmak jelentése a mondatok
Osszefliggésében, akképpen a kijelentések jelentése a toliik fliggd utasitasok dsszefiiggésében
nyilvanul meg. Tegylik fel, hogy az utasitasok 1épéssorozatdban a kovetkezd elagazd utasitas
feltétele egy p tényallast leird kijelentés. Az egyik irdnyban folytatodik az utasitdsok sorozata
ha p igaz, a masik iranyban ha hamis, és megall, tovabb varakozik az utasitasok végrehajtasa ,
ha p nem értelmezhetd. Hasonlo6 a helyzet, ha nem tényallitasrol, hanem analitikus igazsagrol
van sz0. Ha egy utasitds végrehajtdsdnak logikai ellentmondas a feltétele, akkor soha nem
hajtjuk végre azt, ha logikai igazsag, akkor minden koriilmények kozott, feltétel nélkiil
végrehajtjuk, ha viszont paradoxon, akkor megéllunk, nem tudjuk mit kell tenniink, elakadunk
a feladat folytatdsdban, mert nem tudunk egyértelmii — id6tlen — igazsagértéket rendelni a
feltételhez. A Russell altal felfedezett ellentmondas esetén tudjuk mit kell tenniink, az
eldfeltevés tagadasara kell kovetkeztesslink, arra, hogy nem igaz, hogy minden o
tulajdonsdgra van olyan halmaz amelynek azok és csak azok az elemei, melyekre igaz o
tulajdonsag. Hasonloképpen bizonyithato az is, hogy a halmazelmélet bizonyos axiomatikus
folépitéseiben nincs olyan halmaz, aminek barmely dolog az eleme, mas szakavakkal, a
halmazelmélet egy ilyen fOlépitésében az univerzum nem halmaz. Nem Oncél tehat az

ellentmondasok keresése, hanem arrél valé gondolkozas, hogy mi van.



A részhalmaz axidma alkalmazasi korét kiterjesztve, ami mostani problémank megoldasanak
a kulcsa, lathato a kapcsolat a *hazug’ és a Russell paradoxon kozott.

Legyen L; egy a klasszikus elsérendii logikaval kompatibilis nyelv. Legyenek P,Q halmazok
L; nyelv mondat neveinek halmazai, és p egy olyan bijektiv fliggvény, amely tetszdleges s
mondat névhez magat a mondatot rendeli. A mondatok nevei legyenek egész-szam jelek, tehat
P,Q elemei egész-szam jelek, Q elemei pozitiv paratlan szamjelek. Az L, nyelv leirasara
szolgald szemantikai predikatumok nem részei L; nyelvnek, hanem egy nala gazdagabb L,
nyelvnek melyet éppen most olvas, melyet Lj-hez képest 'metanyelv'-nek nevezek. L, része a
kozlési nyelnek. Az alabbi levezetés L, nyelven irddott, és a formuldk mellé magyarazatokat
irtam a kozlési nyelven. Tehat az a mondat, hogy »A ,,hazug” tipusu mondat nem lehet eleme
semelyik P;-nek, azaz nem lehet igaz vagy hamis mondata L; nyelvnek.« nem része a
targynyelvnek, igy nem forrasa ujabb ellentmondasnak (paradoxonnak).

(T*)VpVPIQVs (seQ = (seP & p(s))) Ez a részhalmaz axioma sajatos felfogasban. P
szandékolt jelentése az igaz vagy hamis mondat nevek, Q jelentése pedig az igaz mondat
nevek halmaza.

(2) YP3QVs (seQ = (seP & 1(s))) (T)

p egy értéke olyan f fliggvény, melynek értéke 7 argumentumra az ,,7¢1,” mondat. 7 a ‘hazug'
mondat egy reprezentansa.

(3) IQVs (seQ = (seP; & f(s))) P egy értéke Py

(4) Vs (sely = (seP1 & 1(s) ))Feltessziik, hogy I; egy ilyen halmaz.

(5) 7eli=(7eP1 & 7¢ly;)  ahol f(7)=7¢l,

6) 7eP1o(Teli=T7¢ly) (5)

Ha feltessziik, hogy 7€P1 — azaz a 'hazug' igaz vagy ’hamis’ mondat, olyan mondat amelyik
eléfordulhat igazsagfiiggvények argumentumaban — és nincsenek nyelvi szintek és ezért
egyetlen igazsag van — tehat l;=1, — akkor ellentmondasra jutunk. Mivel P; tetszdleges volt,
ezért a ,,hazug” tipustt mondat nem lehet eleme semelyik Pi-nek, azaz nem lehet igaz vagy
hamis mondata L; nyelvnek.”> Nincs tehat olyan mondat amelyik megfelel a hazug
struktardjanak és a propoziciot kifejez6 mondatok osztalyaba tartozik. Az antindmia a hazug

esetén is és a Russell paradoxon esetén is arrdl dont, hogy mi van.



jegyzetek:

! Cikkem elsé véltozatat 1985-ban irtam. Ez egy 2008-as verzi6. Felhasznaltam a Catherine Z. Elgin-t61 1990-
ban kapott kritikai megjegyzéseket.

2 Az abréan a szdgeket jelképez betiik egy sikidomon beliil helyezkednek el. A sikidom jelen esetben egy
téglalap melynek a neve U. Ez a téglalap egy halmazt, a benne 1év6 betlik a halmaz elemeit dbrazoljak, am ez az
abrazolas kifogasolhato, mert eddig nyilakkal abrazoltam a halmazhoz valé tartozast. Ett6l most ezért tértem el,
mert igy szemléletesebb €s jobban érthetd. Ha kovetkezetes maradtam volna, akkor az 'U' betiibdl kiindulo
nyilakkal abrazoltam volna most is az eleme relaciot és nem egy geometriai viszonnyal.

% A ZF halmazelméletben mint axiéma séma szerepel a részhalmaz axiéma, és a regularitasi (jolfundaltsagi)
axioma kovetkeztében nincsenek benne onmagukat tartalmazo halmazok.

* Quine, Ferege’s way out. in Mind, April 1955, p.145-159 Quine tanulmanyara annak idején Ruzsa Imre hivta
fol a figyelmemet.

® V.6. Ruzsa Imre szerkesztéi kommentarjat in: Alfred Tarski, Bizonyitas és igazsag. Gondolat. Bp. 1990. p.77.
Olvasva Quine "Truth and Disquotation" c. irasat ezt a részt jelenleg hibasnak, pontatlannak tartom. Tarski
elmélete nem pontosan ez.
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