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Andras Ferenc
A Yablo paradoxonrdl

1. Bevezetés

A nehezen megoldhatd vagy megoldhatatlannak vélt logikai ellentmondasoknak oriasi
irodalma van a filoz6fidban, mert ezek a kérdések a logika alapjainak az Gjragondolasahoz
vezetnek, ami pedig a filozofia egyik tartdoszlopa. Ezért volt nagy visszhangja egy rovid, &m
annal velésebb irasnak, amely nem kevesebbet allitott, mint azt, hogy a hazug paradoxon egy
eleddig ismeretlen 0j variansat talalta meg. Talan mindenki, aki manapsag komolyan
foglalkozott ezzel a kétezer éves problémaval Ggy vélte, hogy a rejtély megoldasanak a kulcsa
a szemantikai onreferencia, az allitast kifejez6 mondatok igazsdga dnmagatol valo fliiggésének
a megértése. Stephen Yablo irdsa azzal robbant be ebbe a vitaba, hogy mindez tévedés, a
paradoxon akkor is eldall, ha onmagara valo utalasrol sem rejtetten sem nyiltan nincs sz6. Ha
igy van rossz helyen kerestiik eddig az igazsagértékkel kapcsolatos talanyos mondatok
utvesztdjébol a kijaratot. Meglepd allitds, de vajon igaz-e? Eldszor réviden ismertetem a
paradoxonnal kapcsolatos vitakat, majd kitérek a definicidkkal kapcsolatos néhany hibara,
utana bemutatom a sajat allaspontomat. A vita jelentdés matematikai apparatust vonultat fol, az

ezzel kapcsolatos fogalmakat elmagyarazom.

2. Torténeti vazlat

2.1. Stephen Yablo egészen rovid, de nagyhatasu irasa 1993-ban jelent meg “Paradoxon
6nmagara valo hivatkozas nélkiil” cimmel. (Yablo, 1993a)" A szerz8 bevezetésképpen
emlékeztet arra, hogy a szemantikai Onreferencia Onmagiban nem feltétlen okoz
bonyodalmat. Valdban, az a magyar nyelvii kifejezés, hogy ,,ez egy négyszavas kifejezés”
Onmagara is igaz, mégsem sziikségszerli forrasa valamilyen ellentmondasnak. Yablo nem

emliti meg, hogy a klasszikus felfogés szerint a veszélyes mondatok azok, ahol a mondatok

! A paradoxont tobb valtozatban is megfogalmazta. Yablo, S (1985) majd késébb: Yablo, S (2004)
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igazsagértéke fiigg kozvetve vagy kozvetleniil 6nmagatol.> Az ilyen mondatok minden
esetben tartalmazzdk az ’igaz’ vagy ’hamis’ metanyelvi predikatumot és a hatokoriikbe
tartoz0 mondatok neveit. Vajon megvéd-e bennilinket a zavarba ejté ellentmondasok
keletkezésétdl, ha keriiljiik az ilyen mondatok és az ezt megengedd nyelv hasznalatat? Yablo
hatarozott valasza: nem. ime a bizonyiték, amely szerinte sem nyiltan sem rejtetten nem
tartalmazza az igazsagérték dnmagatdl valo fliggését, azaz nem tartalmaz korkordsséget vagy

Oonmagara val6 hivatkozast.

Legyen az S;, ... S, mondatsorozat értelmezve minden n természetes szdmra az aldbbiak
szerint: a sorban n-edik helyen all6 S, mondat akkor és csak akkor igaz, ha a rakovetkez6
Osszes tobbi mondat nem igaz. Figyeljiink {6l arra, hogy Stephen Yablo valaminek a létezését
is allitja, azaz valojaban ezt mondja:

(YP) Van olyan igaz vagy hamis mondatokbol 4ll6 (megszamlalhatd) végtelen sorozat, hogy a
sorban n-edik helyen allo S, mondat akkor és csak akkor igaz, ha a mogotte allo Gsszes tobbi

mondat nem igaz. A hirhedett sorozat elsd szinrelépésekor az alabbi 6ltozetben 1épett elénk:

(S1) minden k>1 —ra, Sy nem igaz
(S2) minden k>2 —ra, Sy nem igaz
(S3) minden k>3 —ra, Sy nem igaz

A sorozat folytatasara utalo pontok is igy fordulnak el6 az eredeti cikkben. A feladatunk az,

hogy eldontsiik a fenti mondatsorozat tagjairol, hogy igazak-e vagy hamisak.

Tegyiik f6l, hogy a sorozat n-edik tagja - S, - igaz. Ekkor tigy allnak a dolgok, ahogy S,
mondat allitja, azaz minden k>n —re Sy hamis. Kovetkezésképpen (a) Sp+1 mondat is hamis, és
(b) minden k>n+1 —re Sk hamis. Vegyiik észre, hogy amit (b) allit, pontosan az amit Sy allit,

tehat Sp+1 igaz kell legyen! Ezzel ellentmondasba keveredtiink, mivel korabban azt allitottuk,

? Egyéb szemantikai fogalmat tartalmaz6 mondatok is lehetnek veszélyesek, de az igazsagérték onmagatdl valo
fliggése — visszacsatolasa — mindig paradoxont eredményez. Az igazsagfliggvények "kombinacios halozatokkal’
a paradoxonok ’sorrendi halozatokkal’ (digitalis aramkordkkel) modellalhatoak. V.6. az E- tudomany
elektronikus folyoirat 2009/2 szaméaban megjelent ,,Véges automatak mint a magyarazat és realitas modelljei” c.
tanulmanyomat.
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hogy Sp+1 mondat hamis. Sp:1 mondat nem lehet igaz is meg hamis is, ezért a ,,reductio
abszurdum” kovetkeztetési elvet alkalmazva arra kell kovetkeztessiink, hogy kiindulo
feltevésiink miszerint S, igaz tévedés, kovetkezésképpen S, hamis. Ezt a kovetkezetést a
sorozat tetszleges tagjara elvégezhetjilkk, tehat minden S, hamis. Ebbdl viszont az
kovetkezik, hogy a sorozat minden tagja igaz, hiszen mindegyik igazsadga az utana kovetkezo
mondatok hamissagatol fiigg, és éppen ez a helyzet. Oda jutottunk, hogy a sorozat valamely
tetszéleges S, tagja sem igaz sem hamis nem lehet. Ez azért paradoxon — mint Laurence
Goldstein ramutatott — mert a mondatok teljesen értelmesnek tiinnek, megalapozottan

feltétezhetjiik roéluk hogy allitasok kifejez6i, melyek vagy igazak, vagy hamisak.

A sorozat tehat nem interpretdlatlan formuldkbol 4ll — melyek dnmagukban nem okoznédnak
gondot — hanem mondatokbol, melyek igazak vagy hamisak. A paradoxon az, hogy a sorozat
tagjai értelmes mondatoknak tiinnek, de mégsem tudunk hozzdjuk egyértelmii igazsagértéket
rendelni. Ha valoban ez a helyzet, akkor a logikai formuldk szintaktikai jol formaltsaga nem
garantalja, hogy egy formula interpretacioval ellatva egyértelmil igazsagértékkel rendelkezik.
Ezért a paradoxon a logikai alapjai ellen intézett kihivas. A lényeges kérdés most is az, hogy
mit cafol az ellentmondas, milyen téves eléfeltevésiinket kell elvessiik, mi a forrdsa a

paradoxonnak, hol a hiba?

2.2. James Hardy (Hardy 1995) harom alapvetd kiilonbséget lat hazug és a Yablo paradoxon

kozott.

1. Nyilvanvalé kiilonbség a Yablo paradoxon ¢és a hazug paradoxon szokésos
megfogalmazasai kozott, hogy elobbi végtelen sok mondat altal generalt paradoxon, az utébbi
viszont nem. Ha véges sok Yablo mondatra korlatozzuk vizsgalédasunkat, nem keletkezik
paradoxon. Végeredményben ez azt jelenti, hogy nincs elsérendli levezetése az

ellentmondasnak a Yablo premisszak és Tarski T sémak halmazabol, allitja Hardy.

Latni fogjuk, egyetlen masodrendii logikai formulaval is megfogalmazhato a sorozat 1étezését

allité mondat, és azt is, hogy ez masodrendli formula hamis.

2. A masodik kiilonbség szerinte, hogy a Yablo paradoxon a T séma végtelen sok egyedi

alkalmazésat kivanja meg. Jegyzetben ehhez hozzafiizi: itt bizonyitas alatt végtelen hossza
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bizonyitast ért. Szerinte nincs véges bizonyitds az ellentmondas levezetésére Yablo

premisszaibol.

Meg fogom mutatni, hogy Tarski nevezetes T sémdjanak sem véges sem végtelen sok
alkalmazésara nincs sziikség, a paradoxon az ’igaz’ szemantikai predikdtum nélkil is

rekonstrualhato, és a levezetés sehol nem hivatkozik a T sémara.

Hardy szerint a T séma valamennyi sziikséges alkalmazéasa esetén is a Yablo mondat sorozat
csak omega inkonzisztens, de nem tagadas inkonzisztens. Mert ha tagadas inkonzisztens
volna, akkor a kompaktsagi elv kovetkeztében mar véges sok mondatbol is levezethetd volna,
de a Yablo sorozat semelyik véges részhalmaza nem general ellentmondast. Jegyzetben
hozzéaflizi, belathato hogy a hazug paradoxon magdbol a T séma valamely
inkonzisztenciajabol szarmazik, ezzel szemben a Yablo paradoxon nem. Végiil gy 0sszegzi
allaspontjat, hogy bizonyos szempontbol hasonlit, mas megkozelitésben kiilonbozik a két

paradoxon.

J6 és fontos megfigyelés, hogy ha a Yablo paradoxont generalé6 mondatsorozatot befejezziik
egy véges természetes szamnal, akkor a sorozat minden tagja egyértelmiien értékelhetd, azaz
eltlinik az ugynevezett paradoxon. Azt azonban nem veszi észre, hogy nem a végesség

eliminalja az ellentmondast, hanem a maximalis elem léte.

2.3. Egy évvel késébb Thomas Forster (Forster 1996) folveti azt a gondolatot, hogy végtelen
sok mondat konnektivum (*¢és’, *vagy’) segitségével is megfogalmazhatd a Yablo sorozat, de
az ellentmondas levezetéséhez — szerinte — végtelen bizonyitas sziikséges. ,,The first thing to
notice is that the proof of the paradox is infinetly long.” Erre a meglatasra késobb Priest is
hivatkozik akinek az irasa a tovabbi érvek és ellenérvek céltablajava valt. Forster veszi €szre
elsének, hogy nincs sziikség metanyelvi szemantikai predikatumra a Yablo paradoxon
megfogalmazéasdhoz, abban azonban téved, hogy ennek kovetkeztében nem vezethetd le az

ellentmondas véges sok 1épésben.

2.4. A vita kdzéppontjaba késébb az a kérdés keriilt, hogy tartalmaz-e hibas kort a Yablo
paradoxon, avagy ellenkezdleg egy 0j tipusti paradoxonnal allunk szemben? Stephen Yablo

(1993), Tennant N (1995), Roy Sorensen (1998), és Bueno and Colyvan (2003b) amellett
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érvelt, hogy a Yablo sorozat 6nmagara vald hivatkozés nélkiil hasonlit a hazug paradoxonra.
A masik oldalon Graham Priest (1997) és JC Beall (2001) ezzel szemben tgy latja, hogy a
paradoxon fix-pont konstrukciot tartalmaz, kovetkezésképpen épp ugy korbenforgé mint a
hazug paradoxon. Mindkét oldal jelentds matematikai apparatust vetett be érvei igazoldsara,
de nem sikeriilt egymast meggy6zniiik. Mieldtt Priest érveinek ismertetésébe belekezdek,
érdemes egy pillanatra megallnunk ¢és egy alapkérdést fOltenniink magunknak. Vajon
indokolt-e bonyolult matematikai-logikai fogalmi apparatus alkalmazasa a Yablo paradoxon
vizsgalatakor? Az egyik vitazd személyes kozlésébol tudom, hogy szerinte indokolatlan, mert
mivel az eredeti probléma megfogalmazhatd kdznapi nyelven minimalis logikai-matematikai
segédeszkozokkel, ezért a Yablo paradoxon magyarazatnak is ezen a szinten kéne maradnia.

En pont az ellenkez6jét gondolom. A Yablo paradoxon ékes bizonyitéka a modern szabatos

matematikai nyelvet hasznal6 logika nélkiilozhetetlenségének.

2.4.1. Roviden elmagyarazok egy a tovabbiakban hasznalt matematikai fogalmat. A négyzet
fiiggvény minden szamhoz egyértelmiien hozzarendeli annak négyzetét, a kett6hoz a négyet, a
haromhoz a kilencet. Ennek a fliggvénynek két fix pontja is van, a nulla és az egy, mert ezek
négyzete megegyezik dnmagéaval. Nem csak a szamok vildgaban beszélhetlink a fliggvények
fix pontjardl. Legyen f fiiggvény értelmezési tartomanya azon alkalmazottak kore, akik egy és
csak egy egyszemélyes cég alkalmazasaban allnak. Ezek olyan cégek, ahol mindenkinek van
egy és csak egy fonoke. Legyen f fiiggvény értékkészlete az egyszemélyes cégtulajdonosok
kore. Ezt formalisan igy fejezhetjiik ki: y=f(x) =: x alkalmazdja y. El6fordulhat-e, hogy
valamely a személy esetén o alkalmazoja a legyen? Igen, ha valaki sajat magat is alkalmazza
cégében. Ekkor azt mondjuk f fliggvénynek van fix pontja, nevezetesen a, mert o =f(a)). Az
iménti két példabol nem latszik az a nagyon fontos tény, hogy ezek a fiiggvények mindig egy
adott nyelv alkotorészei és nem maganyos kifejezések. Ezeken a nyelveken beliil semmiféle
ellentmondas nem kovetkezik a példaban szerepld fix pontok létezésébdl. Mas nyelveken
beliil, ahol masfajta objektumok kozotti relaciot hataroz meg az f fliggvény, a fix pont
foltételezése ellenmondésra vezethet, ezért vagy az f fiiggvényt vagy a nyelvet meg kell
valtoztassuk, hogy elkeriiljiik az ellentmondést. Lassuk ezek utdn hogyan hasznalja ezt a

fogalmat Priest. Példaként emliti a hazug paradoxon alabbi megformulazasat: t =" —t’

Szavakkal kifejezve: a ’t’ nevii mondat nem igaz.
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A labjegyzetben folhivja e figyelmet arra, hogy szigortian szdlva ez nem jo példa, mert az
azonossagjel bal oldalan szerepld betli a jobb oldalon idézdjelek kozott fordul eld, tehat
atlatszatlan kontextusban szerepel az igazsagfiiggvény argumentumaban. Ha ebben igaza van,
akkor vagy idézet fiiggvényt kéne hasznalni, vagy az idézet fiiggvény egy inverzét, pl. Godel
szamozast, vagy valami hasonlét. Ennek ellenére ezt a megfogalmazast hasznalja a

tovabbiakban, ami nem baj, mert nincs igaza.

Priest késObb folteszi a kérdést, hogy vajon 1étezik-e egyaltalan a Yablo sorozat. ,,How can
one be sure that there is such a squence? (We can imegine all sort of things that do not exist.)”
Vilasza egyértelmii igen, ami azért nagy hiba, mert nem vilagos mire vonatkozik az igen: a
definiciok végtelen sorozatara, vagy a definiensek cégetlen sorozatara? Az hogy definiciok
végtelen sorozata létezik konnyen garantalhatdé egy fiiggvény megadasaval. Ilyen mondatok
végtelen sorozata nem okoz paradoxont azzal, hogy mindegyik tagja hamis. Az paradoxon
akkor keletkezik, ha a definialt mondatok végtelen sorozatanak igazsagértékét akarjuk

meghatdrozni.

A Yablo paradoxon esetén mondatok, adott jelentéssel bird formuldk sorozatar6l van szo, és
nem tetszOlegesen interpretalhatd formuldk halmazarol. Amit véltoztathatunk az legfeljebb a
sorozat értelmezési tartomanyanak varidldsa. Hozzatehetiink a természetes szamok
halmazdhoz, elvehetiink bel6le, vagy akar a negativ egész szamok halmazaval is
vizsgalodhatunk. Priest sem figyelt folt arra, hogy a Yablo mondat sorozat 1étezésébdl egy
masodrendli logikai formula igazsaga kovetkezik, és forditva, ha ez a masodrendii logikai
formula hamis, akkor a definialt mondat sorozat nem létezik, bat a definicidk sorozata 1étezik.
Priestnek a sorozat létezését alatamaszté érve fix-pont konstrukcion alapul,
gondolatmenetének végcélja, hogy a Yablo paradoxont becsomagolja abba az altala
kifejlesztett séméaba, amibe a Russell és hazug paradoxont mar korabban sikerrel
becsomagolta. Ehhez be kell bizonyitania, hogy a latszat ellenére a Yablo paradoxon épp ugy
onmagara vald hivatkozast tartalmaz az igazsagérték szempontjabol, mint a hazug paradoxon.
Ehhez atfogalmazza a paradoxont olyan modon, hogy explicit meghatarozasat adja a sorozat
mondatai igazsagfeltételének. Ezt a szokdsos moddon teszi, azt vizsgdlja, hogy valamely n
szam mikor elégiti ki az § predikatumot, amit igy jelol: S(n, §), ahol az ’S’ relacié a

szemantikai kielégités fogalmat jeloli. Az ’S’ predikatumot cseles mddon igy definidlja:
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$=Vk>x, nem-S(k, §)* (Figyeljik meg, hogy itt nem kifogasolja az idéz6jelek hasznalatat.)
Szavakban § predikatum a kovetkez6t jelenti: ’nincs olyan x-nél nagyobb szam amelyik
kielégiti ki ezt a predikatumot’. Ez a predikatum Priest szerint onmagara vonatkozik és ebben
a ’hazug’ mondat szerkezetére hasonlit. A predikatum alkalmazasaval Ujrafogalmazva a
Yablo sorozat elemeit az ellentmondas — mind *Vk>Xx, nem-S(k, §)’, mind a tagadasa —
levezethet6. Priest azonban nem tudja megvalaszolni a Bueno ¢és Colyvan altal
megfogalmazott kézenfekvd ellenvetést: miképpen lehetséges, hogy a kielégités fogalma
nélkiil is levezethetd az ellentmondas, s6t Ugy is, hogy az ’igaz’ szemantikai predikatumot —

vagy valamely szinonimajat — nem is hasznaljuk? (Utobbit én teszem hozza.)

2.5. J. Ketland védelmére kel Priestnek mondvan ilyen bizonyitds nem lehetséges. Ketland
szerint az ellentmondas levezetése fix-pont konstrukciot kivan, azon kiviil a T séma kelléen
altalanos alkalmas megfogalmazasa is nélkiilozhetetlen. ,,The derivation of an inconsistency
requires a uniform fixed-point construction. Moreover, the truth-theoretic disquotational
principle required is also uniform, rather than the local disquotational T-scheme. The theory
with the local disquotation T-scheme applied to individual sentences from the Yablo list is
also consistent.” (J. Ketland, 2005) Bueno és Colyvan nem publikalt — de azért az interneten
elérhetd — viszontvalaszaban azt allitja Ketland érvei elhibazottak, mivel tobbek kozott
Osszekeveri a kielégithetetlenséget a paradox jelleggel. Az utdbbibdl kovetkezik az elébbi, de
forditva nem, hangsulyozzdk a szerzOk. A dolog ugy all, hogy mindketten tévednek. A
kielégithetetlenség a hamissaggal fiigg Ossze, €s nem a paradox jelleggel, Ketland ebben
valdban téved, de Bueno és Colyvan is elhamarkodottan itél. Ha ugyanis a paradox jellegbdl
kovetkezik a kielégithetetlenség, akkor Buridan Isten 1étét logikailag bizonyitd érve nem

paradoxon, mert kielégiti a foltevés, hogy van Isten.

2.6. Jc Beall (Beall 2001) a kdvetkez6 modon védelmezi Priest allaspontjat. Folteszi a kérdést,
pontosan rogzitettiik egyaltalan a Yabloé paradoxon referenciajat akar ramutatdssal akar
leirassal? ,,Have we fixed the reference of »Yablo’s paradox« by the first method
(demonstration) or the second (description, attributive)?” Gondolatmenete oda konkludal,
hogy csak az utobbi médszer lehetséges. Szerinte Priset kimutatta, hogy barmilyen modon

probaljuk rogziteni a nevezetes sorozat referenciajat, az leirds a korkords meghatarozas lesz.
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Itt azonban fontos ismét emlékeztetni arra, hogy nem minden dnmagara vald referdlas okoz

gubancot, hanem csak az, amelyik az igazsagértékkel kapcsolatos.

2.7. Laurence Goldstein (Goldstein 2006) szerint a Yablo sorozat a rekurziv sorozatokhoz
hasonlit, nevezetesen a Fibonacci sorozathoz. A paradoxon forrasa az, hogy a paradox sorozat
nem megalapozott, ezért tulajdonképpen nem is beszélhetiink igazsagot kifejezé mondatok
sorozatardl, mivel ezek a mondatok nem birnak az igazsag kifejezésének képességével. A

hiba tehat nem a korkorosség, hanem a megalapozottsadg hianya.

2.8. Laureano Luna (Luna, 2009) egyetért Goldsteinnel: ,,... Goldstein ... blames
underspecification due ungroundedness not to circularity. | shall argue that Priest is wrong
while Goldstein’s suggestion points int he correct directions.” Luna a hirhedett sorozatot
idébeli sorozattd transzformalja, mivel a multbeli eseményekre vonatkozo allitdsoknak
bizonyosan egyértelmii igazsagértéke van. igy akarja biztositani a sorozat megalapozottsagat.
Majd ezek utdn ramutat az ezzel kapcsolatos logikai és ontologiai intuicidink kozotti

ellentmondasra.

3. Par sz6 a definiciokrél.’

3.1. A Yablo sorozat eredeti meghatarozasa egy explicit preskriptiv definiciora tesz kisérletet,
érdemes ezzel kiilon is foglalkozni tekintettel a lehetséges hibakra.* Most csak olyan
meghatarozasokat vizsgalunk, melyek bal oldalan (ez a definiendum) egyszeri
egyargumentumu predikatum vagy fiiggvény szerepel. EQy ilyen definicio szamos hibaban

szenvedhet:

® A definiciok fogalmaval kapcsolatban lasd Eszes Boldizsar tanulmanyat:
http://www.szv.hu/files/eszes_boldizsar_a_definicio.pdf

Stephen Yablonak is van egy tanulmanya a definiciokrol:

Definitions - consistent and inconsistent, published in Philosophical Studies (1993b)

Nem térek ki ra mert alapjaiban eltér6 a felfogasunk.

* Implicit preskriptiv definiciora j6 példa a ZF halmazelmélet mint a halmaz’ fogalom egyfajta explikalasa.

www.e-tudomany.hu -8


http://www.szv.hu/files/eszes_boldizsar_a_definicio.pdf

@ | tudomany 2011/1. szém

3.1.1. Uresség

Eldfordulhat, hogy a jobb oldalon szerepld kifejezés (a definiens) logikailag ellentmondasos,
ezért semmire sem érvényes a definiendum. Ez esetben a definicié haszontalan, de nem okoz
zavart a hasznalata.

PL.: F(X) =¢f X — természetes szam & 3#X & 3=X

Ekkor F azokra a természetes szamokra igaz, melyek azonosak harommal meg nem is. Mivel

nincs ilyen szam, F semmire sem lesz érvényes.

3.1.2. Hibas kor

A definici6 bal és jobb oldalan csak azonos szabad valtozoknak szabad eléfordulniuk, viszont
a rekurziv definiciok esetét leszamitva, a bal oldali predikatum nem fordulhat eld a jobb
oldalon; masképp mondva a definiens nem tartalmazhatja a definiendumot. Ennek a

szabalynak a megszegését nevezik ,,hibas kdrnek™.
Pl.: F(X) =4 X — természetes szam & F(x)

Ebbdl az kovetkezik, hogy F(a) akkor és csak akkor ha a — természetes szam & F(a). Legyen
a=3. Vajon igaz-e F(3) ? Az ’F(3) <> (3 — természetes szam & F(3))’ mondat alapjan nem
tudjuk eldonteni, mert nem tudjuk mit jelent az F predikdtum, a definici6 nem segit
meghatdrozni a terjedelmét. Egy ilyen definiciobél nem mindig kovetkezik logikai
ellentmondas, lehet hogy bizonyos interpretacio és értékelés kielégiti a fogalmat, amely ettdl

fliggetlentil hibas, mert korbenforgo.
3.1.3. Hianyzo egzisztencia feltétel

A definiciobol logikai ellentmondas vezethetd le. Ekkor a definidland6 fogalom nem létezik a
‘reductio ad absurdum’ érv alapjan, mivel létezésének feltételezésébdl ellentmondas
kovetkezik. (Sokan tévesen csak ezt tartjdk paradoxonnak.) PL: F(x) <>¢ ~F(x) Ebbdl az
barmely értékelésére hamis mondatot eredményez. Mivel a bal oldalon csak egy atomi
kifejezés fordul eld és a definicid egyetlen sorbol all, ezért a definicio jobb oldalan is eld kell

fordulnia a definiendumnak, kiilonben nem vezethetd le logikai ellentmondas. Ezért ha egy
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"F(x) =gf ..." formaju definiciobol logikai ellentmondas vezethetd le, akkor az minden esetben

hibas kort is tartalmaz.
3.2.Térjiink ra ezek utan néhany egyszerii sorozat meghatarozasara.

3.2.1. Tekintsiik az alabbi végtelen formula sorozatot:

’S(1) <> ~S(1)’, > S(2) <> ~S(2)’, *S(3) <> ~S(3)’, ...’S(n) <> ~S(n)’, ...

Egy ilyen formula sorozatbol természetes nyelvi mondat sorozat valik, ha megadjuk az S
predikatum interpretacidjat. Pl:  S(n) =: n-primszdm. Minden sorozat valojaban egy
fliggvény, azaz rendezett parok halmaza, melyek elsé eleme egy természetes szam — hogy
hanyadik tagja a sorozatnak — masodik eleme pedig a hozza taroz6 fiiggvény érték. Mostani

példankat halmazelméleti nyelven igy lehet ’..." nélkiil megfogalmazni:

{(n,TS(n) & ~S(n) "):nem} ahol & a természetes szamok halmaza, T 7 az idézet fliggvény

jele.®

Ha a formuldk helyett azok igazsag értékei sorozatit vennénk, akkor egy nagyon unalmas

fiiggvény kapnank, amely minden természetes szamhoz a "hamis’ logikai értéket rendeli.

Picivel érdekesebb példa egy masik mondat sorozatra: 3#1, 3#2, 3#3, ...3#n, (Az egyszerliség

kedvéért elhagytam a mondatokat hatarolo idézdjeleket.) Ez igy fest *..." nélkiil:
{(n, 3#n) : new}
3.2.2. Fogalmazzuk meg ezt masképp, altalanosabban.

A(n) <4 ~B(n) ahol ne®

{(n, ~B(n)) : ne®}

A korabbi 3.2.1. példa esetén B(n) =: 3=n volt, az elektronikus tablazatkezeld példaban A(n)
formulasorozat interpretacidja érdekesebb:

http://www.andrasek.hu/ferenc/models/pwsr-fin.xls

® Jelen esetben mellékes, hogy a nulla természetes szam vagy sem.
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3.2.3. Nincs gond a kdvetkez6 formula sorozattal sem:
{(n, S(n)) : S(n) <> ~S(n);

Ez egy kicsit bébeszédlien az iires halmazt hatarozza meg, mivel az ’S(n) <> ~S(n)’ feltétel

logikai lehetetlenség.
3.2.4. Viszont mit gondoljunk a kovetkez6rdl?
S(n) <>¢f ~S(n) ahol ne®

Ugyanez a halmazelméleti nyelven:

£4n, ISy : ~S(n) & ned}

A definici6 hibas, mert nem teljesiil az egzisztencia feltétel, igy az is kérdéses, hogy értelmes-
e a halmaz meghatarozasa, és ha igen, van—e a halmaznak eleme, és ha vannak elemi, mik

azok?

3.2.5. A kovetkezd halmaz meghatarozésa rekurziv definiciot tartalmaz.°
S(n) <>¢s ~S(n-1) ahol n >1 & ned

S(1) =: Szokratész bolcs volt.

{41, 1S, {n, |S(N)]) : ~S(n-1) & n >1 & nem}

Feltéve, hogy hihetiink Platonnak Szokratész megitélésében, ez a sorozat igy kezdddik:

igaz, hamis, igaz, hamis, igaz, ...

Ha hidnyozna a fenti rekurziv definicié bdzisa, azaz S(1) meghatdrozasa, akkor az iménti

definicio hibas kort tartalmazna, igy a halmaz meghatarozasa sikertelen volna.

3.2.6. A természetes szamok egy véges részhalmazara nézve a 3.2.5. rekurziv definiciot

visszafel¢ is megfogalmazhatjuk. (Végtelen sok tagbdl allo rekurziv sorozat esetén a

® Egy rekurziv definici6 minden esetben tartalmaz véges sok kiindulo értéket - ez a definici6 bazisa - a bévitési
szabalyt, valamint gyakran egy a zaradékot. Egy rekurziv sorozat rendje m pozitiv természetes szam,
amennyiben a sorozat els6 m eleme meghatarozza a sorozat dsszes tagjat.
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megforditas lehetetlen, mert nincs legnagyobb természetes szam.) Lassuk ezt az elsé Ot

szamra.

S(n) <4 ~S(n+1) ahol ne{1,2,3,4}
S(5) = Szdkratész bolcs volt.
£5,1SOB), (n, |S(N)]) : ~S(n+1) & ne{1,2,3,4}}

Az eldzd sorozatot kezdetét kapjuk: igaz, hamis, igaz, hamis, igaz.

3.2.7. Kihagyva a maximalis elemet, a természetes szamok végtelen tartomanyan ezt a hibas
definiciot kapjuk: { (n, |S(n)]) : ~S(n+1l) & ned }. Természetes nyelven ez ezt jelenti

(Goldstein példaja nyoman):

(1) a kovetkezé mondat hamis
(2) a kovetkezé mondat hamis

(3) a kovetkezd mondat hamis

Ennek a sorozatnak nem tudjuk az Gsszes tagjat igazra értékelni — tehat sincs modellje — de az

alabbi interpretacio nem sziil ellentmondast: igaz= |(1)|, hamis= |(2)|, igaz= |(3)|, hamis= |(4)],

Viszont ez is jo: hamis= |(1)|, igaz=|(2)|, hamis= |(3)|, igaz= |(4)|, ...

Nem tudjuk melyiket valasszuk, mert nem meghatarozott a sorozat utols6 tagja.

Valojaban ez formula sorozat és nem mondat sorozat. Az ’S’ predikdtumot pl. igy
interpretalhatjuk: n-kalapot visel. Ekkor a sorban allo6 emberek felvaltva viselnek illetve nem
viselnek kalapot, de nem tudjuk, hogy a paros szamuak kalaposak-e vagy hajadonfottek.
Formalis nyelven vildgosan latszik, hogy ’S’ predikdtum a definici6 mindkét oldalan szerepel.
A sorozat egzisztencia foltevése nem hamis, hisz két véalasztasunk is van, viszont a sorozat

rosszul definialt, mert nem rogziti melyiket valasszuk.
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3.2.8. Figyeljiik meg, hogy a Yablo sorozat alabbi mddositasa nem vezet ellentmondésra:
(1) minden k>1 —ra, Sk nem igaz
(2) minden k>2 —ra, Sk nem igaz

(3) minden k>3 —ra, Sk nem igaz

Azért nincs ezzel a sorozattal gond, mert a mondatok neveiként szolgald szdmok nem részei a
sorozatnak. Ugyanakkor ez valdjaban nem mondat sorozat, hanem egy formula sorozat,
melyet akkor t6ltiink meg tartalommal, ha Sy predikatumot interpretacioval latjuk el. Ki
tudunk gondolni olyan interpretaciot, hogy a sorozat minden tagja igaz lesz, masképp mondva
lesz modellje a sorozatnak. (A) Legyen ugyanis Sk olyan modon meghatarozva a természetes
szamok tartomanyan, hogy Sy akkor és csak akkor ha k=1. Ekkor (1) igaz, (2) igaz, (3) igaz,
.... (n) igaz. (B) Ha azt valasztanank, hogy Sk akkor és csak akkor ha k=2, akkor (1) allitas

hamis lenne, de a tobbi igaz. Tehat a konkrét sorozatok definiciéi - ahol n természetes szam:

(A) S(n) <>¢f minden k>n-re, nem igaz, hogy k=1 (Masképp fogalmazva: nincs olyan k>n,
hogy k=1.)

(B) S(n) <>¢¢ minden k>n-re, nem igaz, hogy k=2 (Masképp fogalmazva: nincs olyan k>n,
hogy k=2.)

Figyeljiik meg, sem (A) sem (B) definicid6 nem korbenforg6. Ezért az S(n) sorozat nem
paradoxon, hiszen miden tagjanak van igazsagértéke €s még az is teljesiil, hogy van olyan

valasztasunk, hogy a sorozat minden tagja igaz, azaz a formula sorozatnak van modellje.’

3.2.9. Alakitsuk rekurziv definiciova az el6z6 meghatarozast:
S(n) &4 Vk (k<n—>~S(k))ahol1<n &new

S(1) =: Szokratész bolcs volt.

IS(1)| = |Szbkratész bdlcs volt.| = igaz

{4, ISP, <n, IS()]): Vk (k<n—>~S(k)) &1<n&new}

" Erdemes ezt is a tablazatkezelé modellen tanulmanyozni.
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Ebben az esetben a mondatok igazsagérték sorozata igy alakul:
<igaz, hamis, hamis, hamis, ...>
Mi torténik, ha Szokratész nem volt bolcs?

(Probaljuk ki az elektronikus modellen.)

3.2.10. Véges sok tagra korlatozva a sorozatot, a rekurziv sorozat forditva is definialhato:
S(n) <>¢t VK (n <k - ~ S(k)) ahol n<6 & new

S(6) =: Szokratész bolcs volt.

IS(6)| = [Szokratész bdlcs volt.| = igaz

(L, 1Sy, (n, IS()]): Vk (n<k - ~S(k)) &n<6 & new }

A korabbi sorozat egy véges metszetének forditottjat kapjuk:

<hamis, hamis, hamis, hamis, hamis, igaz>
Hagyjuk ki a sorozat maximalis elemét. Ekkor megkapjuk a Yablo sorozatot:
nem —. S(n) «df Yk(n< k — ~ S(k))

halmazelméleti nyelven:

«n, 1S())): Vk(n<k — ~ S(K)) & new }

Mi kovetkezik abbol, hogy ennek a forditott rekurziv sorozatnak nincs maximalis eleme? Az

elektronikus modell bemutatja a valaszt.

4. Ahogy én latom

4.1. Vegyik szemiigyre ismét a paradoxon eredeti megfogalmazasat. Figyeljiink fel a
metanyelvi ,,igaz” predikatum hasznalatara a targynyelven, valamint hogy a mondatok nevei
maguk is el6fordulnak a targynyelven. Az ilyen nyelveket nevezte Tarski szemantikailag
zartnak, és ovott a formalis tudomanyokban vald hasznélatuktol. Az hogy egy szemantikailag
zart nyelv ellentmondasok forrasa egyaltalan nem meglepd. A Yablo paradoxon nem volna
tulzottan érdekes ha csak ilyen nyelven volna megfogalmazhat6. Nem ez a helyzet.
Megmutatom, hogy a paradoxon megfogalmazasadhoz nincs sziikség sem a T séma valamilyen

megfogalmazasara, sem fix pont technikéara, sem a kielégithetéség fogalmara, sem végtelen
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sok 1épésbdl allo bizonyitasra, és foleg nincs sziikség szemantikailag zart nyelvre. Legyen
adott "H,<’ binaris relacié egy szigort linearis rendezés, ahol H-nak van minimalis eleme, és
minden a maximalis elemtdl kiilonb6z6 elemének egyértelmii rakovetkezé H halmazbeli
eleme. Valamely xeH esetén ’x+1’ a rakovetkezd elemet jelenti. Ekkor a Yablo sorozat

egzisztencia feltevése megfogalmazhaté masodrendii logikai nyelven:
(YB) AsvVn: neH — (s(n) <> Vk(n <k — ~s(k)))

Szavakkal kifejezve: van olyan s, hogy minden n-re, ha neH akkor (s(n) pontosan akkor ha

minden k-ra ( ha n < k akkor nem-s(k)))
Bebizonyithato hogy ha H a természetes szamok halmaza, akkor YB hamis. Lassuk ezt sorra.

(YB) nyilvanvaléan hamis ha s valtozot az ‘6nmagaval azonosnak lenni’ predikatumra
értékeljiik és H a természetes szamok halmaza.

(1) vn:n e® —> (h=n < Vk (h <k — ~n=n))

2)1eH-> (11 Vk(1<k—>~1=1)) (1)

B)leH-> (1=l (1<2 > ~1=1)) 2

DT> (T (T>F) (3) (aritmetikai igazsag)

(G) F (4)

Megmutatom, hogy nem elégiti ki YB formulat, pl. a ‘van kalap a fején’ predikatum sem.

Ehhez folhasznalom Roy A. Sorensen €s Graham Priest szemléletes példdjat rovid meséve

bévitve.

A mennyorszag bejarata elétt hosszu sor all, a veszekedés elkeriilése végett mindenkinek

sorszama van. Szent Péter csak akkor nyitja ki a kaput, ha igaz az alabbi mondat:
Barkinek a fején akkor és csak akkor van kalap, ha mégotte senkinek nincs a fején kalap.

Be fogom bizonyitani, hogy Péternek nem kell bajlodnia a kapunyitassal ha végtelen sor all a

kapu elétt, és valaki — aki ilyen csoddkra képes — nem all oda utolsonak a végtelen sok
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varakozé utan igy szolvan: én vagyok o, a legkisebb transzfinit sorszam. (A Zermelo-
Fraenkel halmazelméletben csudalatosképpen van ilyen szam.) Ha csak véges hosszu a sor,
akkor attol fiiggden, hogy a sorban allok mennyire tanultadk meg életiikben a logikat, és

mennyire tartjak be a szabalyokat, Péternek lesz dolga a kapuval.

Mi a helyzet, ha csak egyetlen ember all a kapu el6tt? Emberiink igy okoskodhat. Ha allna
egy kalapos ember mogdttem, akkor nem tehetném 6l a kalapomat, de mivel senki sem 4ll,
ezért kalapos ember sem all mogdttem, tehat a masik eset érvényes, ezért fol kell tegyem a

kalapomat.

Mi a helyzet ha ketten allnak a sorban? Az utols6 ember most is az iménti médon okoskodik,
tehat kalap van a fején. Ekkor viszont az eldtte 4ll6 hajadonfdtt marad, mert van mogotte
kalapos ember. Harom ember esetén, az elsd kettd fején nem lesz kalap, kivéve az utolson.
Mindezt igy abrazolhatjuk:

®

Oo®

OoOo®

Lehetséges-e az alabbi eset:
Oo®®

Nem, mert a méasodikon csak akkor lehetne kalap, ha mogotte senkin sincs kalap; csakhogy

van, ezért az 6 fején sem lehet.

Vajon mi ennek a feladatnak az altalanos matematikai megfogalmazasa? A kérdés az, hogy

1étezik-e olyan f fliggvény, amelyik kielégiti az alabbi feltételt:
Minden n-re: n — természetes szam —(kalapos=f(n) <> Vk (n<k — nem kalapos=f(k)))

Megmutatom, hogy a sorozatot a természet szamokra korlatozva nincs ilyen fiiggvény.
Tegytik fel ellenkezdleg, hogy mégis van ilyen f; fiiggvény. Ekkor valamely n vagy kalapos
vagy sem. Vegyiik az elsot: kalapos =f(n). Ha n kalapos, akkor mindenki hajadonfétt mogotte,
igen am, de akkor a kozvetleniil mogotte 1€vo n+1 is folteheti a kalapjat. Ha viszont folteszi,

akkor az eldtte 1évon nem lehet kalap, tehat n hajadonfétt: nem kalapos=f(n). Ellentmondésra
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jutottunk, tehat el kell vessiik eléfeltevésiinket, azaz n hajadonf6tt kell legyen. Csakhogy ez
barkire igaz, tehat senkin sem lehet kalap. Akkor viszont barki folteheti a kalapjat, ami megint
csak ellentmondas. Mivel f; tetszdleges volt, mindebbdl az kdvetkezik, hogy ilyen fliggvény

nem létezik.

Valamivel komplikaltabb bebizonyitani, hogy semmilyen predikdtum nem elégiti ki YB

formulat. fme a levezetés.

*(1)S(n) - tegyiik fel S(n) igaz, (YB) S
*(2) VK. n<k— ~S(K) (1) S(n)<>Vk. n<k— ~S(K)
*(3) n<n+1— ~S(n+1) )

*(4) n<n+1 (aritmetikai igazsg)

*(5) ~S(n+1) 3) 4

*(6) (Vk. n<k— ~S(k) )>( Vk. n+1<k — ~S(k)) (aritmetikai igazsag)
*(7) VK. n+1<k —» ~ S(K) (2) (6)
*(8) S(n+1) (7) S(n+1)<>Vk. n+1<k— ~S(k)

(9) S(n) >. ~S(n+1) & S(n+1) *(1) (5) (8)

(10) ~S(n) (9)

(11) ¥n. ~S(n) (10) mivel n tetsz8leges volt

(12) Yk. n<k— ~S(K) (11) (aritmetikai igazsag)
(13) S(n) (12) S(n)>Vk. n<k— ~S(K)
(14) ~S(n) & S(n) (10) (13)

(15) If 3sVn: n eH — (s(n) <> Vk (n <k — ~s(k))) then ~S(n) & S(n) (Yb) (14)

(16) ~3svn: n eH — (s(n) <> Vk (n <k - ~s(k))) (15)

Masképp kifejezve tehat S(n), azaz a Yablo mondat sorozat nem létezik. Erdemes

megjegyezni, hogy az ellentmondas elillan, €s a mondat sorozat 1étezik ha:
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a. H = a természetes szamok egy véges részhalmaza
b. H = negativ egészek
. H = természetes szdmok U {az elsd transzfinit sorszam}

d. H = egész szamok U {az elso transzfinit sorszam }

Megjegyzem, hogy az utobbi két esetben nincs H maximalis elemét kozvetleniil megel6zo

elem.

Vezesslik be az alabbi egyszertisitd jelolést:

G(s, n) =: minden k —ra (ha n < k akkor nem s(k))

Ezek alapjan ezt a sémat kapjuk:

(YPG) van olyan s, hogy minden n-re: ha ne H akkor ( s(n) pontosan akkor ha G(s, n)))

Amennyiben H-nak nincs maximalis eleme, akkor a sorozat nem megalapozott,
kovetkezésképpen a fenti séma, mint S(n) definicioja hibas, mivel a definiens — G(s, n) —
tartalmazza a definiendum — s(n) — egy elemét, ’s’-et. Priestnek tehat ebben igaza volt, de azt
Goldstein sejtette meg, hogy miért? Azért korkords a definicio, mert a természetes szamok
halmazanak nincs maximalis eleme. Tehat a Yablo sorozat egy hibas, megalapozatlan
forditott rekurziv definicid. Azon kivill az egzisztencia fOltevése hamis a targyaldsi

univerzumot a természetes szamok halmazara korlatozva.

Végezetiil az eddigieket folhaszndlva hasonlitsunk 6ssze harom kordbbi hibas definicidt:
{(n, IS(n)]) : ~S(n) & neH}

{n, |S(N)y: vk (n<k - ~S(k)) & neH }

{(n, S|y : ~S(n+1) & neH }

Ha H a természetes szdmok végtelen halmaza, akkor az elsd kettdnek nem teljesiil az
egzisztencia feltétele, a masodik kettd forditott rekurziv definicidnak pedig hidnyzik a bazisa.
Ha H halmaznak van maximalis eleme ’<’ relacidra nézve, akkor a masodik kettd egzisztencia
feltétele teljesiil, viszont az elsé egzisztencia feltétele H semmilyen nem iires valasztisa

esetén sem teljesiil.
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7. Osszefoglalas és utohang

A Yablo paradoxon nem szemantikai paradoxon mert megfogalmazhat6 targynyelven:

New —. S(N) <sar VK< k = ~ S(K))

A definicidk természetes szamokon értelmezett sorozata létezik, ebbOl nem koévetkezik
ellentmondas:

{(n, S(n) «>df Vk(n< k - ~ S(k)) ) : neo }

A definialni kivant mondatsorozat viszont nem létezik, tehat az alabbi halmaz tires:

{(n, S(n) ): vk(n< k »> ~ S(k)) & neo }

A Yablo sorozat egy forditott rekurziv sorozat, melynek hidnyzik a bazisa, ezért a definicid
hibés, ez sziili az ellentmondast. A helyes definicid az aldbbi, ahol m a (H, <) szigoru teljes
rendezés legnagyobb eleme:

|S(m)| = igaz

{4, IS(m)]y, <n, |S(N)]): VKk(n <k — ~ S(k)) & n<m & neH }

Ha H halmaz véges és legalabb kételemi, akkor |[S(m)| = hamis valasztasa esetén [S(m-1)| =

igaz.

E sorok iréja nem hisz a paradoxon valamilyen teljesen 4tfogd fogalméaban. Ugy véli, hogy az
egy csaladba tartozo paradoxonok rokonsagi, némelykor leszarmazasi viszonyban allnak
egymassal, és a kozeli rokonok jobban, a tavoliak kevésbé hasonlitanak egymdsra. Nem
hiszem hogy vannak megoldhatatlan paradoxonok, melyeket csak egyre mélyebben
ujrafogalmazni lehet. Nem ismerek semmi olyan bizonyos allitast amibdl megoldhatatlan
paradoxok léte kovetkezne, bar azt sem tudom bebizonyitani, hogy ilyenek nem lehetségesek,
azaz nem fordulhat eld hogy egyszer megoldhatatlan logikai-matematikai paradoxonokba

utkozink.
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