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Sok hazai filoz6fus véli ugy, hogy az 'azonossag' fogalma ahogy a klasszikus
logikdban megjelenik felettébb korlatozott és filozofiailag vitathatd. Szerintuk ez egy
olyan pont ahol elérkeztliink a klasszikus logika teljesit6éképességeinek hataraihoz.
Tanulmanyom ezzel a nézettel vitatkozik." Célom az, hogy megmutassam miképp a
mozgas esetén, akképpen az azonossaggal rokon fogalmak tertletén is, a kétértéki
logika korlatait allitdé vélemény megalapozatlan. Bemutatom a relacioelmélet filozofia
szamara fontos alapfogalmait, és ezen belll kitérek a kevéssé ismert tolerancia
relaciok ismertetésére. Példakkal magyarazom el, hogy miképpen képes leirni a
kétértékl logika a finom atmeneteket és a fokozatos valtozasokat. Foglalkozom a
kérdéskorhoz kapcsolodd olyan fogalmakkal, mint a ‘'felcserélhet6ség' és
'‘egyformasag'.

Olyan alapvetd relacidéelméleti fogalmakat ismertetek, mint egy relacio reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv tulajdonsaga. Azért fontosak ezek és az ehhez hasonlé
tulajdonsagok, mert a relaciok hasznalati koruk — alaphalmazuk — szikitése soran
megdrzik e tulajdonsagaikat, ezért ezek a tulajdonsagok ebben az értelemben
allandbéak, és mi emberek szeretjik az allandésagot. Megprdbalok kdzérthetd,
szemléletes példakat bemutatni, mert egy filozéfiai magyarazatnak, hacsak lehet
minél szélesebb korben érthet6, a mindennapi nyelven megfogalmazott példakbdl és
kérdésekbdl kell kiindulnia. Erinteni fogom a targyak énazonossaganak kérdését is.

A toleranciarelacidk rendszeres vizsgalata elsésorban Jurij Anatoljevic Srejder
és tanitvanyai nevéhez fizédik. Az errél a témardl irt kivalé konyv — Egyenléség,
hasonl6sag, rendezés — 1975-ben jelent meg. Nem tudok rola, hogy megjelenése
idején a hazai filozofiai életben valaki irt volna Srejder filozofiai szempontbdl is fontos
konyvérél.? Eldszér a kapcsolodd filozofiai alapkérdéseket targyalom, majd a

tolerancia és ekvivalencia relaciokra mutatok be példakat, végil a fogalmak



gyakorlati hasznalatanak néhany filozéfiailag érdekes kérdéseire térek ki az alabbi

tagolasban:

« Filozofiai hattér

++ A binaris relaciok alapvetd tulajdonsagai.
% Hasonlésagtdl az egyformasagig.

% Egyformasag és folcserélhetbség.

« Azonossag és folcserélhetbség.

Filozéfiai hattér. Madartaviatbdl nézve az azonossaggal kapcsolatos filozéfiai

kérdések négy csoportba oszthatok.

1: Sok logikai szakkonyv a klasszikus elsérendi logikaban az azonossagot két
axiomaval jellemzi, amit pontossag igényébél engedve természetes nyelven adok
meg:

(A1) Minden x-re, x=x

(A2) Minden x-re és y-ra, ha x F tulajdonsagu és x=y, akkor y-is F tulajdonsagu.

(

A2-val ekvivalens, hogy minden x és y-ra ha x=y akkor ha F(x) akkor F(y).)

Jo-e az azonossag fenti jellemzése? Nem tul tag vagy épp ellenkezbleg tulsagosan
szilk-e ez a meghatarozas? EI6bbi esetben el6fordulhat, hogy két dolog annak
ellenére kettd, azaz nem azonos egymassal, hogy minden tulajdonsagukban
megegyezik, az utdbbi esetben pedig olyan relaciok is kielégitik az azonossag
axiomait melyeknek nyelvérzékunk szerint semmi kOze sincs az azonossag
fogalmahoz.® Ha hiba van az azonossag fenti axiémaiban, annak az lenne a
meggy6zb bizonyitéka, hogy az axiomak alkalmazasaval hibasan kdvetkeztetlink. Ha
az els6 eset fordulna eld, és az axioma tul tagas volna, akkor megtérténhetne, hogy
két dolgot hibasan azonositunk, a masodik esetben viszont ellenkezbleg arra
kovetkeztetnénk tévesen, hogy két dolog kulonbozik, amikor valdjaban egy.



Meggy6z6 érv volna a fenti két axidma hibas mivolta mellett az is, ha valaki eléallna
a helyes megoldassal, a helyesség és teljesség igényének tokéletesen megfeleld U
axiomakkal.

2: Vajon az azonossagot allité igaz mondatok azon tul hogy igazak, egyszersmind
szlkségszerlen is igazak-e? Vagy vannak ezzel szemben csak esetlegesen igaz
azonossagi allitasok is? Az erre valéo valasz természetesen elbfeltételezi a
szilkségszeriiség és esetlegesség fogalmanak értelmezését.* Az azonossag
szlkségszerlisége mellet a kdvetkez6képpen érvelhetink. Nehéz lenne vitatni, hogy
a dolgok 6nazonossaga szukségszerl igazsag. Tehat szukségszerl, hogy minden x-
re x=x. Tegyuk fol azonban azt az egyébként nem nyilvanval¢6 feltevést is, hogy ha
szukségszerid, hogy minden x F(x), akkor minden x szikségszerien F(x). Ebbdl a két
tételbdl kovetkezik, hogy minden x dologra szikségszeriien igaz, hogy x=x. Az
azonossag masodik axiomaja szerint, barmely dolgokra ha x=y akkor ha F(x) akkor
F(y). Ennek egy alkalmazasa az az eset, hogy barmely x és y-ra, ha x=y és
szUkségszerl, hogy x=x akkor szlukségszerl, hogy y=x. De mivel az el6bb
elfogadtuk, hogy minden x-re szukségszer(, hogy x=x, ezért ebbdl az kdvetkezik,
hogy barmely x és y dolgokra, ha x=y akkor sziUkségszerd, hogy x=y. Vajon
elfogadhat6o ez a kovetkezmény, vagy inkabb el kell vessuk a levezetés valamelyik
lépését, az elfogadhatatlan kovetkezmény elutasitdsa veégett? Szerintem
elfogadhatatlan. Addig nincs baj, ameddig x és y merev jeldlok, pl. fizikai targyak
nevei. Csakhogy a valtozok értékei nem kizarélag targyak lehetnek, hanem targyak
jellemzdinek értékei, targyak allapotai is. Ez pedig kulonds kdvetkezményhez vezet.
Hasznaljunk ugyanis egy olyan nyelvet az anyagi vilag leirasara, amelyik a szokasos
F(x), R(xy) egy illetve kétargumentumu predikatumok helyett fuggvényeket hasznal
olyan médon, hogy F(x) nek megfelel egy a=f(x) kifejezés, R(xy)-nak pedig b=g(xy)
kifejezés. Nos erre a nyelvre leforditva az els6rendl logika formulait barmely dolog
tulajdonsaganak az allitdsa egy azonossagi allitas lesz. Pl. annak, hogy x-forr6 t-kor
az fog megfelelni, hogy forré=hémérséklete(x,t). igy tehat ha a tlizhelyen 1évé
labosban [évd viz most forrd, akkor ez egy azonossagi allitds ezen a nyelven, és

ezért — az azonossag szlikségszerlségét feltételezve — nem puszta tényigazsag,



hanem egyben sziikségszerii igazsag is. Epp igy, ha én tegnap megbotlottam a
kUszObben, akkor szikségszerien botlottam meg, mert barmely dolog barmely
tulajdonsaga szukségszeriien igaz vagy nem igaz a korabbiak szerint. Ekkor viszont
értelmetlenné valik a 'szlikségszerl' operator hasznalata. Hiszen barmely dologra ha
F(x) akkor ennek forditasa a=f(x), viszont ha a=f(x) akkor sziikségszerlien a=f(x),
viszont ezt visszaforditva, ha F(x) akkor sziikségszerii hogy F(x). igy minden dolog
minden tulajdonsaga szikségszerl volna, semmi sem lenne esetleges, ami
haszontalanna tenné a 'szikségszer(’ fogalmanak hasznalatat. Az egyik lehetséges
kiut, hogy a részben vagy egészében elvetjuk a 'szukségszer(' és 'lehetséges'
fogalmat alkalmazé modalis logikat, vagy megkulonboztetjuk a nevek egy behatarolt
korét, a merev jelolék, mas szoval logikai tulajdonnevek kategoriajat.

3: Miképpen lehet egy idében valtozékony dolog azonos oOnmagaval? Tobb
egymassal vitazé allaspont alakult ki ezzel kapcsolatban a filozéfiai irodalomban.® Az
egyik lehetséges valasz erre a kérdésre a targyak négydimenzidés szemléletén
alapul, 6sszemosva az objektumok és folyamatok filozéfiai kategoériajat. Quine szerint
"Az azonossaggal fugg 6ssze az az ismert talany is, amit most emlitunk: Hogyan
mondhatjuk egy olyan dologrol, amely a Iényegét megvaltoztatja, hogy azonos marad
onmagaval? Hogy van az pl., hogy egy személyr6l évek utan is mint ugyanarrol a
szemelyrél beszélhetink? A probléma Hérakleitosztdl ered, aki ezt mondta: »Nem
léphetsz kétszer ugyanabba a folyéba, mert mindig mas viz aramlik benne.«
Valdjaban ennek a nehézségnek a kulcsat nem az azonossag eszméjében, hanem a
dolog és id6 eszméjében kell keresni. Egy fizikai dolog - akar egy folyo, akar egy
emberi test, akar egy k6 barmely pillanatban térbelileg elhelyezkedé atomok vagy
mas fizikai alkotéelemek egyidejl pillanatnyi allapotainak az 6sszessége. Ahogyan a
dolog egy pillanatban e térbeli részecskék 0sszessége, ugy egy idészakon keresztul
a dolgot az egymasra kovetkezd pillanatnyi allapotok meghatarozta idébeli kis részek
0sszességének tekinthetjuk. Ezeket az eszméket kombinalva a dolgot mint térben és
idében egyarant kiterjedtet tekintjik; a dolog részecskék pillanatnyi allapotainak,
vagy roviden részecske-momentumoknak dsszegévé valik, amely egyarant idébeli és

térbeli kiterjedésli. Mindezt egyarant alkalmazhatjuk akar a folyéra vagy az emberi



testre, akar a kére. A két esetben csak a részletekben van kulonbség: a kb esetében
az alkotd részecske-momentumok szinte teljesen mint ugyanazon részecske
pillanatnyi allapotai haladnak egyik idéponttdl a masikig, mig az emberi test vagy a
folyé esetében e tekintetben tobb a heterogeneitas. A folyd vagy az emberi test egy
részecskének rendesen csak egy bizonyos pillanatnyi allapotat fogja tartalmazni, és
ugyanennek a részecskének mas pillanatnyi allapotat kizarja, mig a kovel
kapcsolatban, nem szamitva a kis periferikus valtozasokat vagy a végsé elpusztulast,
nem ez a helyzet. Itt olyan megkllonbdztetést tettink, amely a hagyomanyos
filozofiaban a ,szubsztanciak" és ,méduszok" k6zotti megkilénboztetésre emlékeztet.
De mindkét tipusu dolog fizikai dolog wugyanabban az értelemben:
részecskemomentumok &sszessége. Es minden dolog azonos 6nmagaval;
beléphetiink kétszer ugyanabba a folyéba. Amit nem tudunk megtenni, az, hogy
kétszer lépjink be a folyé ugyanazon idébeli részébe, amennyiben az idébeli rész
rovidebb, mint a belépés ideje. Az egész egyes részei kozOtti eltérések nem
homalyosithatjdk el az egésznek, sem valamennyi részének Onmagaval vald
azonossagat."® Nem ez az egyedil lehetséges valasz Herakleitosznak. Mas
felfogasban az idében létez6 objektumok minden egyes rovid idétartomanyban teljes
egészében léteznek, és nem csak létezésuk elmultaval tudjuk meg, hogy mik is
voltak valéjaban. Ami allandd, valtozatlan bennik, ami 6sszefogja idében kiterjedt
egymastdl kildnbdzd allapotaikat, az a kdzds 1ényeg’, vagy a kézds modell, attdl
fuggéen, hogy miféle objektumrdl van szd. Az élélények idegrendszeri modellek
Ontudatlan hasznalataval érzékelik a kulvilag targyait és a teret. Az emberi nyelv
targynevei is gyakran ilyen modelleken keresztul vonatkoznak a valosagra. Ezek a
modellek a kulvilag targyait mint a kornyezet valtozasaira adott hatas-valasz
rendszer viselkedésének alland6 szabalyszerliségeit irjak le, és segitik a tulélést. A
harmadik megoldas olyan mddon magyarazza a targyak idoben egymast kovetd
allapotainak egymassal val6é kapcsolatat, hogy ezek az idében kozeli allapotok annal
jobban hasonlitanak egymasra, minél kozelibb idében az allapot. Utdbbi
megoldasnak az egyik eszkéze a hasonldsag relacié matematikai leirasa, melyet a

tovabbiakban bemutatok.



4: A homalyosan kérvonalazott fogalmak hasznalata. Miképpen kerilhetd el, hogy a
homalyos fogalmak ellentmondasokba keverjenek benniinket?® Egyaltalan léteznek-
e homalyos terjedelmi fogalmak vagy bizonytalan hatarvonalu targyak? Ez utébbi
két kérdés talan nem is fuggetlenithetd egymastél. Mindenesetre a valasz attél fugg,

hogy leirhatok-e kétértéki logikaval a finom atmenetek és lagy strukturak?

Meglatunk egy ismer6s arcot az utcan, emlékezetet valakire akit mar nagyon
régen nem lattunk, am bizonytalanok vagyunk benne 6-e az, hogy azonos-e a latott
arc a mi régi baratunkkal. Figyelink a hangjara, talan az segit a felismerésben. Ha
az sem segit megszolitjuk, és a nevét vagy kozOs ismerdseinket kérdezzuk.
Ugyanakkor aki naponta latta ezt az arcot, nem veszi észre a valtozast, pedig a
valtozas megtorténik, csak olyan kis mértékli, hogy emberi szemmel nem
erzékelhet6. Nem biztos, hogy ez a latas hibaja. Nem volna konnyl olyan gépet
késziteni, amelyik pontosan érzékelné a napi valtozasokat am egyuttal arra is képes
lenne, hogy arcokat azonositson. Hogyan lehetne ezt a jelenséget leirni matematikai
nyelven? Alkalmas-e erre a feladatra a matematika és a kétértéki logika?

Lehet-e két targy azonos? Lehetséges-e két asztal, amelynek minden
tulajdonsaga megegyez6? Ha igen, akkor honnét tudjuk, hogy két targyunk van,
hogyan tudjuk megkulonboztetni 6ket? Ha ugyanis a két targy valéban azonos, akkor
minden szempontbdl azonos, tehat nem két targy. Bertrand Russell filozofiai
Onéletrajzaban errdl igy ir: ,... x-nek egy masik kulonostdl, y-tol tisztan numerikusan
kell kuldonboznie, s ily moédon logikailag lehetségesnek kell lennie annak, hogy két
kUldonos entitas, x és y egymas dsszes tulajdonsagaiban osztozzék, és mégis kettdt
alkossanak. Azt persze nem tudnank, hogy kettét alkotnak, hiszen ez azt rejtené
magaban, hogy tudjuk: x kilénbdzik y-tol, ami y-rél nem mondhaté; valéjaban x egy
puszta megismerhetetlen szubsztratumma valtozna, vagy egy lathatatlan fogassa,
amelyrdl ugy csungenek le a tulajdonsagok, mint egy falusi haz gerendajardl a

»9

sonkak.”™ Késébb Russell elfogadta azt a nézetet, hogy ha két objektum minden

tulajdonsaga azonos, akkor az egy objektum.



Ha csak annyit mondunk, hogy két targy egyforma, azt nyilvan ugy értjik,
hogy legalabb a helyuk kulonb6z6. Vagy van két targyunk, és akkor azért nem
beszélhetink azonossagrél, mert a kettd nem egy, vagy pedig csak egyetlen
targyunk van, tehat nem beszélhetlink két targyrdl, csak azt mondhatjuk, hogy az a
targy 6nmagaval azonos. Amde mindezeket belatva mint haszontalant el kell-e
vessuk az "azonossag" fogalmat? Ha ezt megtesszuk és kovetkezetesen
végrehajtjuk kérdés, hogy megmarad-e nekunk legalabb a hasonlésag?

Mi alapjan allitjuk, hogy a=a, amikor az, ami az azonossag jel baloldalan
szerepel, nem mindig tOkéletesen egybevagdé azzal, ami a jobb oldalan van,
kilonosen ha kézzel irom le a két betit? Egyaltalan honnét tudjuk, hogy a koztuk
lévé két parhuzamos vonal az azonossag jel? Vajon itt valami egyeduilalldé emberi
képességgel van dolgunk? Hogy lehet, hogy a kutya megismeri a gazdajat, hisz
korantsem biztos, hogy az alakja és szaga valtozatlan, megegyez6 a korabbival?
Honnét tudja a fenolftalein, hogy mit kell csinalnia, amikor nincs két egyforma sav, de
még két egyforma kénsav sincs? Honnan tudja egy automata, hogy a sok kulonb6zé
gépbe dobott kétforintos mind kétforintos? Vajon valamiféle mély dialektikai rejtély
van abban, hogy ugy véljuk, hogy egy csébe bedobott golyé ugyanaz, amikor a csd
végén kigurul? David Hume azt kérdezte tobb mint kétszaz évvel ezel6tt, hogy miért
hisszuk, hogy ma ugyanaz a Nap kelt fol, mint tegnap? A valasz egy hit, egy
filozéfiai-metafizikai hit. Mi 6nkéntelenul hiszunk valami folytonossagban. Ha a

meérési eredmények ilyenek:

S

akkor hajlamosak vagyunk azt igy felfogni:
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Megeshet persze, hogy valéban médunkban all a mérést jéval siribben és
pontosabban elvégezni, és ekkor az elképzelt folytonos 6sszefliggés egy részletét

kinagyitva ezt kapjuk:
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Alldspontunkat ekkor is fenntgrthatjuk, ily mddon: P
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/ A jelenség "S" paramétere "p'" flggvényében a sdvban van, Eh-

)

hez azt is hozzatehetjik,hogy milyen valésziniiséggel./

Mas ehhez hasonl6 metafizikai hiteink is vannak, am ennek belatasahoz rovid
kitérét kell tegylnk, részben megeldlegezve késébbi vizsgalodasokat. Egy dolog azt
mondani, hogy a=b logikai értelemben, és mas dolog azt mondani, hogy "a" alma
azonos sulyu, mint "b" alma, vagy "a" szakasz megegyez6 hosszu "b" szakasszal,
fizikai értelemben. A masodik esetben a targyakhoz tartozo jellemzék értékeirdl —
mas szoéval allapotokrdl — allitjuk, hogy azonosak vagy nem azonosak, €s nem

magukrol a targyakrdl. Ha példaul latunk két egyforma hosszu — mondjuk ’'a’ és 'b’



betlivel jelolt — egyenes szakaszt, akkor mondhatjuk, hogy ’'a’ adott pontossaggal
valé megmeérése soran kapott szam, és ’b’ azonos pontossaggal valé mérése soran
kapott szam megegyezik, azonos. Legyen a ’hosszusag’ jellemzét leird fuggvény
valamely tetszbleges x targyra ilyen modon kifejezve: hossza(x). Ekkor az ’a’
szakasz hossza igy fest: hossza(a), mig a 'b’ szakasz hossza ehhez hasonléan:
hossza(b). A két szakasz tavolsaganak adott pontossagu megegyezése egy szam
Onazonossagaba megy at ilyeténképpen: hossza(a)=hossza(b). A két szakasz
egyenlé tavolsagan valamiféle targyi manipulaciéra gondolunk. Pl. egy merev rudat
kétszer tudunk "a" mentén lefektetni ugy, hogy ne légjon tul, és "b" mentén is kétszer
tudjuk megtenni ugyanezt. A mérés soran feltesszuk, hogy a merev test nem, vagy
csak elhanyagolhaté mértékben valtoztatja hosszat, és a mérend6 szakasz sem
valtozik, sem a mérés kovetkeztében, sem egyéb okbdl. Mérési eljarasunk olyan —
epp ezért talaltuk igy ki —, hogy szamokat tudjunk kapcsolni a targyak
tulajdonsagaihoz. A szamokrol aztan mar allithatjuk a logikai azonossagot. De, hogy
az egyenlé hosszusagokkal valé haladast egyenld — azonos — szamokban kell
kifejezni, ez inkabb alapfeltevés — jatékszabaly —, mint kisérleti tény, aminek
hasznossaga a matematika és geometria hasznos alkalmazasaiban mutatkozik
meg.”” A logikai azonossag hasznalata kapcsolatban van a fizikai (materialis)
egyformasaggal. Az, hogy mi latjuk, hogy a=a, az ugy térténik — nem ezt jelenti(!) —
hogy a baloldali ’a’ jel egyforma a jobboldali ’a’ jellel. Nem mindig tokéletesen
egybevagod, de mi meégis ugy ertjuk, hogy a két jel ugyanaz, és ez csak ugy
lehetséges, hogy a két jelpéldany alakjaban van valami k6z6s. Ha egy olyan gépet
kivanunk késziteni amely tud olvasni, felismeri az azonosnak szant jeleket, akkor
ugyancsak ugy kell megszerkesztenink, hogy folismerje a jelek alakjaban lévé
hasonldsagot, és a szoros hasonlésagot mint egyformasagot tekintse. Ha azonban
megkérdezik, hogy mi az egyformasag, és egy olvasd gép miket tekint egyformanak,
akkor magyarazatunk nem mondhaté el az 'azonossag’ logikai terminus nélkul. A
nyelvhasznalat tamaszkodik a jelpéldanyok egyformasagara, de ezaltal mégsem
kerlltink a korbeforgas csapdajaba, mert az ’azonos’ terminus meghatarozasa a

nyelven bellil nem tamaszkodik fizikai, tapasztalati tényekre. A modern logika és



filozofia egyik legnagyszerliibb eredménye, hogy az ’azonossag’ definialhatd a

masodrendi logikaban, és jellemezhet6 axiomakkal az els6rendi logika nyelvében.

A binaris relaciok alapveté tulajdonsagai. A vizsgalatunk targyat képez6
szavak viszonyokat irnak le, mégpedig olyan viszonyokat, melyek két kulonbozd
vagy nem kulonboz6 dolog kozott allhatnak fenn. Masképp fogalmazva e szavak
logikai elemzésben olyan hianyos kifejezések, melyek két Ures helyet tartalmaznak,
€s ha az ures helyeket szabalyos maédon kitoltjik, akkor mondatokat kapunk. Az ilyen
szavakat klasszikus logikai elemzésben ’kétargumentumu predikatum’-nak,
némelykor ’binaris relacié’-nak nevezik. Néhany példa rogton érthetéveé teszi
mindezt. Ertelmetlenség azt mondani minden 6sszefiiggés nélkiil, hogy 'Péter
kisebb.” viszont értelmes az a mondat, hogy 'Péter kisebb mint Pal.” A 'Péter kisebb’
mondat csak olyan helyzetben értelmes, ha tudjuk, hogy valakirdl beszélunk, adott
esetben Palrdl, és arrdl a kérdésrdl, hogy ki az a csaladban aki kisebb mint Pal. llyen
esetben értelmes lehet egy egyszavas valasz is, vagy egy toredékes kifejezés is,
mint az, hogy ’Péter kisebb.” Mindezzel azt emeltem ki, hogy a ’kisebb’ sz viszonyt
ir le, amelyik két dolog koz6tt allhat fenn. llyen esetekre gondolok, hogy A szomszéd
haza kisebb mint a polgarmester haza’; 'Az én autom kisebb mint a te autdéd. 'Ez a
korte kisebb mint az asztalon lévé korte’. A ’kisebb’ sz6 hasznalatat logikai-
grammatikai szempontbdl tehat ugy jellemezhetjik, hogy ’x kisebb mint y’ ahol az x
es y valtozok helyén az elébb emlitett egyedi dolog: haz, autd, gyumalcs vagy 'Péter’
és 'Pal’ szerepelhet. Amikor azt allitjuk, hogy Péter kisebb mint Pal, akkor személyek
kozotti viszonyrdl beszélink, és nem magyar személynevek viszonyarol. Magyar
szemeélyneveket hasznalunk ennek a viszonynak a leirasara, de amirdl beszélunk,
azok nyelven kivuli dolgok. Az ’egyforma, felcserélhetd, hasonld, egyenld, azonos’
szavak az el6bbi példahoz hasonléan kétargumentumu predikatumok, tehat
hasznalatuk sémaja ilyen: x egyforma y-al; x felcserélhet6 y-al; x hasonlé y-hoz. Mas
betlket is hasznalhatunk a szerkezet kifejezésére, pl. igy: z egyenl6 v-vel, vagy wq
azonos wy-vel. Még egy technikai, jeldlésbeli kérdésre kell kitérjek, ami néha neheziti

a megertést. Azt a logikai-grammatikai szerkezetet, hogy 'x idésebb mint y’ gyakran
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célszeri ilyen formaban folirni: idésebb mint(x,y). Az ’id6sebb’ viszonyszd helyére
egy altalanossagot kifejez6 nagybetit irva ezt kapjuk: R(x,y). Ezt tehat ugy kell
érteni, hogy x R viszonyban all y-al, ahol 'R’ jelen esetben az 'id6sebb mint’ kifejezést
jelenti. Ennek a jeldlésmodnak a tdmorség és az attekinthetéség a haszna.

TekintsUk azt a predikatumot, hogy ’'testvére’. Ennek a logikai-grammatikai
szerkezete ilyen: x testvére y-nak. Ezen kivul arra a kérdésre is valaszolnunk kell,
hogy mik allhatnak x és y helyén? Egyedi dolgok allhatnak, de ennél tobb is igaz.
Nem allhatnak almak és korték, kavicsok vagy Uveggolyok, viszont él6lények igen.
S6t még ennél tdébbet is tudunk. Tudjuk, hogy ha x testvére y-nak, és x személy,
akkor y-is személy, vagy ha z testvére w-nek és z kutya, akkor w is kutya. A sz6 egy
atvitt értelmében beszélhetlink testvérvarosokrol is, de ez inkabb csak szinesiti a
hasznalatot. Nem kovetlnk el sulyos hibat, ha ugy tekintjuk, hogy a ’testvér szé
hasznalata csak élélények kozott értelmes. Ugy fejezhetjiik ezt ki szaknyelven, hogy
a ’'testver’ predikatum terjedelme élélények rendezett parjainak halmaza. Ez semmi
mast nem jelent, mint hogy mindig csak két dolog kozott all fenn ez a viszony, és e
dolgok élélények. Még mast is tudunk a ’'testvére’ sz6 altal meghatarozott relaciorol.
Azt is tudjuk, hogy szimmetrikus relacio a 'testvére’, mert ha x testvére y-nak, akkor y
is testvére x-nek. De ugyanakkor nem reflexiv, mert senki sem testvére dnmaganak,
azaz ha valaki egyeduli gyerek, akkor nincs testvére. Ennek viszont ellentmond, ha
tranzitiv relaciénak tekintjuk. Ez a kovetkezdképpen lathatdé be. Barmely
edestestvérekre, ha x testvére y-nak és y testvére z-nek, akkor x is testvére z-nek.
Ez a tranzitiv tulajdonsag igaznak tinik az édestestvérek halmazan. EbbéI
kovetkezik, hogy ha A és B testvérek, akkor B és A is testvérek, de mivel A testvére
B-nek, és B testvére A-nak, akkor A is testvére kéne legyen A-nak, a tranzitiv
tulajdonsag kovetkeztében. Ez pedig azt jelentené, hogy a ’testvére’ relacié reflexiv,
amit az el6bb kizartunk. Célszerl tehat a sz6 eredeti jelentését kissé megvaltoztatva
reflexiv relacidnak tekinteni a ’testvére’ relaciot, hogy a tranzitivitas tulajdonsaga is
érvényes legyen az édestestvérek kozott. Az igy modositott értelemben a ’testvére’
relacio tehat reflexiv is, szimmetrikus is és tranzitiv is. Ezzel szemben aszimmetrikus

relacio a ’felesége’ vagy ’'gyermeke’, mert senki sem felesége vagy gyermeke
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onmaganak, és ha x felesége y-nak, akkor forditva nem all; valamint ha z; gyermeke
zo-nek akkor z; nem gyermeke zi-nek. Lassunk egy masik példat. Az 'id6sebb’
kétargumentumu predikatum terjedelmébe személyek, novények és allatok is
tartoznak, de épp ugy hajok, varosok vagy borok és vallasos hitek vagy hangszerek,
€s zenei iranyzatok, viszont nem tartoznak szamok, vagy halmazok. Tudjuk azt is,
hogy tranzitiv relaciét hataroz meg az ’idésebb’ viszony. Ez azt jelenti, hogy ha x
idésebb mint y, és y idésebb mint z, akkor x is id6sebb mint z. Az ’6se’ predikatum
altal meghatarozott relacié is tranzitiv, hiszen ha x-nek ése y és y-nak 6se z, akkor
x-nek &ése z is. Erdekes a kovetkez6 példa. Kiildnbdzéféle relaciokat hataroz meg a
'szereti’ predikatum — masképp fogalmazva a 'szereti’ viszony — attol fuggéen, hogy
milyen emberek korérél beszélink. Az 6nzé, dnelégult emberek halmazan ez egy
pusztan reflexiv relacié, mert az ilyen emberek csak 6nmagukat szeretik, a
boldogtalan szerelmesek halmazan viszont aszimmetrikus, mert ha az egyik szereti a
masikat, a masik sajnos nem szereti 6t. Kiegyensulyozott emberek barati
tarsasagaban, ahol mindenki szereti a masikat és Onmagat is, reflexiv is és
szimmetrikus is. Ez a példa bemutatta azt, hogy egy kétargumentumu predikatum —
mint amilyen a ’szereti’ — kulonb6zd halmazokon mas-mas binaris relaciét hataroz
meg. A ’binaris’ relaciéo dolgok parjai kozott all fenn, ezzel szemben mondjuk a
futballcsapat’ egy értelmezése tizenegy tagu relacié a jatékosok halmazan.
Természetesen masképp is értelmezhetjik a klubokat, beleértve a futballcsapatokat
is. Ezek a legegyszeribb esetben halmazok, mas esetben, ha még a portasok,
takaritd személyzet és az épuletek is részei a modellnek, akkor meglehetésen
bonyolult matematikai strukturat kapunk.

Eddig egyedi tulajdonsagait ismertik meg a relacidoknak. Vannak azonban
olyan relaciok is, melyekre tobb relacié tulajdonsag és teljesil. Ezekre is mutatok
néhany példat. Milyen relacié az egybevagdsag a geometriaban? Nyilvan reflexiv is —
mert minden alakzat egybevagd sajat magaval — szimmetrikus is — ha az egyik
egybevagd a masikkal, akkor a masik is az egyikkel — és tranzitiv is, mert ha az elsé
egybevagd a masodikkal, és a masodik a harmadikkal, akkor az els6 is a

harmadikkal. Az ilyen relaciokat, melyekre ez a harom kdvetelmény egyarant teljesul,
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‘ekvivalencia relacié’-nak nevezik. llyen a modositott értelmd 'édestestvére’ relacio is.
A jol olvashato festékfoltok egy halmazan ekvivalencia relaciot hataroz meg a 'betdi’
fogalma. Ez azonban csak akkor igaz, ha nem érdekelnek bennunket a betitipusok,
vagy a kéziras azonositasa. Hasonléan ehhez a hangok halmazan egy ekvivalencia
osztalyt hatarozza meg a ’'szé’ fogalma, ha csak a jelentés érdekel bennlinket, és
nem érdekl6dunk a kiejtés altal kifejezett érzelem irant. Ha jatékvasutunk van, akkor
a sinek kozott is meghatarozhatunk egy ekvivalencia relaciét. Egyformak lesznek az
egyenlé hosszusagu és azonos alaku sinek. Ekkor az egyforma sinek egymassal
folcserélheték is lesznek. Egyformak egymassal az azonos mikddésli és
teljesitmeényd, valamint azonos fajta foglalatot igénylé villanykorték, de épp igy az
egyforma esernydk vagy sapkak egy bolt arukészletében. Vajon az egyforma dolgok
minden esetben folcserélheték egymassal? Késébb visszatérek erre a kérdésre.

A relacidknak tobbféle értelmezése is hasznalatos. Rdviden bemutatom
ezeket, miel6tt tovabb haladok. Alapvetéen a binaris relaciokkal foglalkozom, de
ennek megértéséhez szikséges néhany elvont fogalom hasznalata. llyenek a
‘rendezett par’ és a 'halmazok Descartes’ szorzata. A rendezett parok jelek kéttagu
sorozatai, melyek esetében megkulonboztetjilk a jelek sorrendjét. Tehat (a,b)
kUldnbodzik (b,a)-tél és (a,a) kulonbozik (a)-tol. Két halmaz Descartes szorzatan pedig
rendezett parok olyan halmazat értjik, melyek elsé eleme az els6é halmazba,
masodik eleme a masodik halmazba tartozik. Pl. legyen a két nem Ures halmaz A és
B a kovetkez6 modon meghatarozott. A={a,b} és B={a,c} Ekkor AxB jeldli a
halmazok Descartes szorzatat (direkt szorzatnak is nevezik), ahol AxB={<a,a>,
<a,c>,<b,a>,<b,c>} A legegyszerlibb értelmezés rendezett parok valamely halmazat
tekinti relaciénak. Ekkor a rendezett parok halmaza, mint egy kétargumentumu
predikatum terjedelme értelmezendd. Egy masik értelmezés szerint a relacidk olyan
rendezett harmasok: <A,B,S> ahol S részhalmaza AxB-nek. S lehet Gres halmaz is,
és ha A és B kozul az egyik ures, akkor S is ures. Ezt 'Ures relacié’-nak nevezzuk.
Ebben a felfogasban ’homogén relaciénak’ nevezik az olyan relaciokat, ahol A és B
azonosak. Barmely binaris relacio ugy is tekintheté mint két halmaz egymashoz valé

rendelése, ahol a hozzarendelést irjak le a S halmaz elemeit jelent6 rendezett parok.
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Mas felfogasban éppen a leképezés az alapfogalom, és a relacidkat értelmezik a
leképezés fogalmanak alkalmazéasaval. En most egy harmadik utat kdvetek. A
kovetkezbkben a (binaris) relacidk ugy értelmezettek, min egy <M,S> rendezett par,
ahol S részhalmaza MxM-nek. Az elébb emlitett felfogasbdl nézve ezek tehat
homogén relaciok. Ugy is felfoghatjuk, hogy ebben az értelmezésben M az A és B
halmazok egyesitése. Ettél a felfogastdl csak a leképezések abrazolasakor térek el,
melyeket inhomogén relacioknak fogom tekinteni. A relaciokat mint ’predikatumok’
altal meghatarozott strukturakat értelmezem. PI. a 'baratja’ predikatum mas és mas
baratokat hataroz meg attdl fuggéen, hogy emberek mely korére szikitjlk le a
vizsgalddas korét. A relaciok tehat a mostani értelmezésben teljesen meghatarozott
matematikai strukturak, ami azonban nem zarja ki, hogy maguk a relaciok is
rendszert alkossanak. Konnyen belathatd, hogy a févaros lakosain értelmezett
‘testvére’ relacidnak egy kibévitése az orszag lakosain értelmezett 'testvére’ relacio.
Es még ez utdbbi relacié is tovabb bévithetd a kontinensek vagy a bolygé lakéinak
iranyaba. Ennél is tovabb lépve beszélhetink az dsszes olyan relaciérdl, melyek a
testvére’ relacidhoz hasonldéan szimmetrikusak. igy eljutunk a ’relacié forma’
fogalmahoz. Megjegyzem, hogy a kovetkezd gondolatok lIényegét nem érinti, hogy

|.11

melyik relacio felfogast fogadjuk el.”” Célszeril rogziteni néhany tovabbi alapfogalmat

a teljesség igénye nélkul.

R-Ures relacid M halmazon =4 M halmaz semelyik két elem kdzott nincs kapcsolat.
R-relacio valamely x és y eleme 6sszehasonlithaté =4 ha vagy x R-relaciéban y-al
vagy forditva, y R-relacidban van x-el. Réviden xRy vagy yRx. Nem zavarjon meg
bennlnket, hogy a binaris relaciokat kétféle modon is szoktak jeldlni: xRy vagy
R(x,y). Az x és y elemeket vasutallomasoknak tekintve kozottuk kiindul vagy
megérkezik legalabb egy iranyba egy sinpar.

R '-relacié az eredeti R relacié megforditasa =¢ x akkor van kapcsolatban y-al, ha
az eredeti relaci6 esetén yRx. Szoktak ezt a relacio konverzének vagy inverzének is

nevezni. Pl. a 'gyermeke’ relacio megforditasa a 'szuldje’ relacio.
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RA-relacié az eredeti R relacid tranzitiv lezartja =4 Az eredeti R relaciot olyan
modon egeészitjuk ki, hogy igaz lesz barmely harom x,y,z elemére, hogy ha x
kapcsolatban van y-al és utdbbi z vel, akkor x is kapcsolatban — R relaciéban — van
z-vel. Ennek a nem konnyen érthetd meghatarozasnak azért nagy a jelentésége,
mert segitségével értelmezhetd az '6se’ vagy ’'leszarmazottja’ relacié a 'gyermeke’
relacio alapjan. Ha x leszarmazottja y-nak, akkor x vagy gyermeke y-nak, vagy
gyermeke gyermekének, vagy gyermeke valamely gyermeke egy gyermekének, és a

sor még tovabb is folytathaté.

A relaciok szemléletesen abrazolhaték tablazatokkal és nyilakkal is.
Utébbiakat a matematikdban iranyitott grafoknak nevezik. Legyen M halmaz két
eleme ’'a’ és b’ melyek kozott fennall az akb relacié. Mint emlitettem, ez igy is
felirhato: R(ab). Ezt grafikusan is abrazolhatjuk: a —b. Ha forditott irdnyban is igaz a
kapcsolat — ab ES b%Ra — akkor igy: a <> b. Ha viszont 'a’ elem &énmagaval van
kapcsolatban, akkor a bel6le kiindulé nyil énmagaba tér vissza, és igy mintegy
hurokkal jeldlhetjik ezt a relaciot. A reflexiv relacidkat ilyen médon abrazolva minden
elemukon hurkot talalunk.

Az alabbi tablazatokban szerepl6 ’1’ jel azokra a parokra all fenn, amelyek
kozott fennall a relacio. A parokat vizszintes-fuggdleges sorrendben kell kiolvasni.
Vajon miért irtam ugyanolyan sorrendben az alaphalmaz elemeit, mind a vizszintes,
mind a fliggbleges oszlopban? Ezért, hogy szép szabalyos abrakat kapjunk bizonyos
esetekben. Igy a tablazatok ranézésre mutatjak a relaciok nevezetes tulajdonsagait.
Ha pl. egy relacio reflexiv, akkor a relaciét abrazolo tablazat atléjaban mindenutt '1’-
jelet latunk. Ha nem azonos sorrendben lennének folirva a tablazat vizszintes és
fuggbleges oszlopaban az elemek, akkor ez nem latszana ilyen szépen. Ahelyett,
hogy azokat a rendezett parokat adom meg, amelyekre fennall a relacio,
megadhatom azokat is, amelyekre nem all fenn, minden informaciéveszteség nélkul.
Természetesen a szokasokon tul, olyan szempontok is vezérelhetnek, hogy minél
egyszeribb legyen a tablazat. Ezért, ha majdnem minden négyzetbe "1"-et kell

irnunk, akkor célszerlibb azokat a helyeket megadni, ahova nem kell "1"-et irnunk.
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Az is megeshet, hogy azoknak a paroknak a szama, amelyekre a relacié fonnall,

véges, am azoké, amelyekre nem all fenn, végtelen. llyenkor nyilvan csak az egyik

megadasi mdéd a célszerl. Tablazat helyett megadhatjuk azon parok halmazat,

amelyekre a relacié fonnall (vagy nem all féonn), valamilyen szaballyal is. Most a

binaris relaciok tulajdonsagait csak tablazattal mutatom be, de célszerl gyakorlas

képpen grafokkal is abrazolni a példakat. Legyen adott egy M halmaz melynek négy

eleme az ABC els6 négy betdije altal jelolt négy kuldnb6z6 dolog. Azaz M={a,b,c,d}

R| a d
a 1

b

c

d| 1 1

Ez a relaciéo reflexiv de nem szimmetrikus, mert d
kapcsolatban all a-val, de a nem all kapcsolatban d-vel,
és b kapcsolatban all c-vel, de ¢ nem all kapcsolatban b-
vel. Altalanossagban: R reflexiv egy M halmazra nézve
pontosan akkor ha M barmely x elemére R(x,x). Az
azonossag egy olyan viszony — az egyetlen ilyen viszony

— amely reflexiv és csak reflexiv relaciot hataroz meg az

eléléenyek és élettelen targyak halmazain. Mivel barmely targy csak onmagaval

azonos,

targyak valamely M halmazan ennek a relacibnak a

meghatarozasahoz nincs szikség az azonossag fogalmara. Egyszerlien az M

halmazbeli (x,x) parok halmaza.

A reflexiv relacié ellentéte az irreflexiv relacié. Akkor az atléban csupa 0-t latunk.

R| a d
a| 1

b

c

d

Ez a relacio szimmetrikus, de nem reflexiv mert sem b
sem d nincs kapcsolatban 6nmagaval, viszont M
teszbleges x és y elemére, ha x kapcsolatban all y-val
akkor forditva is igaz, azaz y is kapcsolatban all x-el.
Altalanossagban: R szimmetrikus egy M halmazra nézve
pontosan akkor ha M barmely x,y elemeire ha R(X,y)

akkor R(y,x).

Ennek ellentéte az aszimmetrikus relacié. Ekkor a relacié x és y kdozott legfennebb

csak az egyik iranyban allhat fenn.
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Részleges ellentéte az antiszimmetrikus relacid. Ekkor ha x és y k6zott mindkét

iranyban fennall a relacio, akkor x=y.

‘R c | d
a 111
b
c 1
d
R c| d
a
b
c 111
d 111

Ez a relacio6 sem nem szimmetrikus, sem nem reflexiv,
viszont tranzitiv, mert M teszéleges x,y és z elemére, ha
X kapcsolatban all y-val és y z-vel, akkor x is
kapcsolatban all z-vel. Altalanossagban: R tranzitiv egy M
halmazra nézve pontosan akkor ha M barmely x,y,z

elemeire ha R(x,y) és R(y,z) akkor R(x,z).

Ez a relacido szimmetrikus, reflexiv és tranzitiv, melyet
ekvivalencia relacionak neveznek. Figyeljunk fol arra,
hogy az eredeti M halmazt olyan egymassal nem
keveredd részekre oszthatjuk, hogy azokon belul barmely
két elem kapcsolatban fog allni egymassal. Jelen esetben
ezek az {a,b} és {c,d} részhalmazok. Bebizonyithato,

hogy barmely ekvivalencia relaci®6 M alaphalamaza

feloszthatd ilyen modon. Ezeket a részhalmazokat ekvivalencia osztalyoknak

nevezik. Tetszb6leges két elem pontosan akkor van ekvivalencia relacidban

egymassal, ha van olyan ekvivalencia osztaly, melynek mindketten elemei.

R c| d
a

b 1

c 111
d 111

Ez a relacid szimmetrikus és reflexiv, viszont nem
tranzitiv. Az ilyen relaciokat tolerancia relacionak
nevezik.

Mint a bevezetében emlitettem, a relaciok most
bemutatott tulajdonsagai — reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv és az ellentétes tulajdonsagaik — azért fontosak,

mert ha egy alaphalmazon érvényesek, akkor azon beldl

minden szilkitésén is érvényesek. Ezek a relacié tulajdonsagok tehat a szilkitést

tekintve 6roklédnek.'?
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Hasonlésagtél az egyformasagig. A toleranciarelacié reflexiv és
szimmetrikus, mert minden dolog hasonlit 6nmagahoz, és ha az egyik dolog hasonlit
a masikhoz, akkor a masodik is hasonit az els6hdéz. Ha a toleranciat mint a
,hasonlésag” matematikai megfogalmazasat tekintjuk, akkor vitathaté lehet a
reflexivitas tulajdonsaga. Ugyanis egy egyenesen irreflexiv (irreflexiv=nem reflexiv),
de szimmetrikus relaciét is a hasonlosag kifejezdjének tarthatjuk. llyen relacio
példaul a ,rimel” a magyar szavak halmazan. ,Nyilvan, hogy ha x sz6 rimel y széval,
akkor ez forditva is igaz. A verselési hagyomanyok szerint azonban egy sz6
onmagaval nem rimelhet, tehat ez a relacié irreflexiv. ... Bar ellenpéldakat lehet
talalni egyes koltoknél. Mint a Tinddi szazotven vala-ja ... Ha ugyan jol emlékszem
redja - irja Arany Janos”."? Nyilvanvald, hogy egy irreflexiv, de szimmetrikus relacio
nem lehet tranzitiv. Konstrualhatd ugyanis olyan rimsorozat, ahol az egymast kovetd
szavak rimelnek egymassal, az elsé és utolsé azonban nem. Ha azonban el is vetjuk
a reflexivitast, a kapott relacié éppugy megadhatoé lesz, M halmaz elemeinek L
halmaz elemeihez — a jegyekhez — valé hozzarendelésével, mint egy reflexiv relacio.
Az egyformasagot és hasonldsagot targyak, nyelvek, szavak, szokasok, emberek és
csillagok, altalaban tetsz6leges objektumok kozott értelmezhetjuk. Az egyformasag a
hasonlosag széls6 esete. ,A hasonlo objektumok nem bonthatok fel élesen olyan
osztalyokra, ahol az egy osztalyon bellliek hasonldk, a kulonb6zd osztalyokba
tartozok pedig nem. A szituaciok sokkal elmosodottabbak, nincsenek éles hatarok.
Minden halmazbeli elem tartalmaz bizonyos informaciét a hozza hasonlé elemekrél.
De nem tartalmaz minden informaciot mint az egyforma elemek esetében. Nem ugy
all a probléma, hogy minden vagy semmi, teljes informaci6 vagy teljes
informaciotlansag. Kulonbozé fokozatai lehetnek annak az informacionak, amit az

egyik elem hordoz mas elemekrdl.”'* Lassunk néhany példat.

1. példa: Féltestvére relacio. Rendeljuk az M={a,b,c,d,e,f,g}-beli emberekhez hozza
az édesanyjukat, és legyenek egyformak azok az emberek, akiknek azonos az
eédesanyjuk. Az anyak halmaza Li={eq,ezes}. Ezt a relaciét =, jeldli. Ehhez

hasonl6an legyenek egyformak azok az emberek, akiknek azonos az édesapjuk . Az
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apak halmaza L2={p+,p2,ps,p4}. Utdbbi relaciét =, jeldli. Ebben a példaban a szllék
es gyerek kozotti relacio inhomogeén relacio, mivel két kuldonbozé alaphalmazon van
értelmezve a kapcsolat, mig a gyerekek relacioi homogén relaciok. Az emberek és

szuleik relacidit mutatja az alabbi abra:

=, =,
G\— G_\
b © b Py
e
; 2 =,
. e/ pl-'.
9 g

Abrazoljuk tablazatokkal ezt a két ekvivalencia relaciét. Az els6 azokat mutatja

akiknek k6z0s az édesanyjuk, a masodik azokat akinek az édesapjuk,

= |a|b|lc|d|e|f|g = |a|b|lc|d|e|f|g
a |1 1 1 a |1 111

b 1 1 b 1

c |1 1 1 c |1 111

d 1 1 d |1 111

e 1 11 |e 111
f 11 |1 1 f 111
g 1 1 g 1

A tablazatokat mas médon is elkészithetjlk, ugy hogy mas sorrendben irjuk fol a

halmazok elemeit.
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Valdjaban ezek a relaciok nem pontosan a 'féltestvére’ kapcsolatot irjak le, mivel ugy tekintik, hogy az egyediili gyereknek is van féltestvére, éspedig nmaga. Tehat ezek a relaciok egy reflexiv relacioval

kibdvitett féltestvére relaciot abrazolnak. Ez hasznos a matematikai elegancia szempontjabol, mert egyszeriibbé teszi az Osszefuggések térgyaléSét Ezek aZUtén

abrazoljuk az 'édestestvére’ és a 'féltestvére’ relaciét egy-egy tablazattal.

(é.testv. ~ese. | Dld]|Cc|alf |le]|g

b 111

d 11111

c 1

a 1

f

e

g

Az ’édestestvére’ relacié ekvivalencia relaciéo (azzal a kis hibaval, hogy mindenki
testvére 6nmaganak), mig a ’féltestvére’ relacid tolerancia relacié. Mindkét relaciot
meghatarozzak az ekvivalencia illetve a tolerancia osztalyok. Két elem akkor és csak
akkor ekvivalens, ha van Oket tartalmazé ekvivalencia osztaly, és ehhez hasonléan,
két elem akkor hasonlit egymasra — akkor van tolerancia relacioban — ha van 6ket
tartalmazo tolerancia osztaly. Az elébbiek a {a,c} {b} {d} {e} {f} {g} halmazok, mig

a tolerancia osztalyok a kévetkezdk: {b,d} {d,c,a} {c,af} {fe! {e,g}.””
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2. Példa: a latas. Legyen 'd’ a szem felbontoképességének hatara, olyan kis érték,
amelyen belul lévé pontokat a szem nem tudja megkulonboztetni egymastdl.
Vegyunk fel egy egyenes szakaszon n osztaspontot ugy, hogy a szomszédos pontok
egymastol valo tavolsaga kisebb legyen, mint d. A szakaszon [évdé egymas melletti
pontok nyilvan nem kulonboztethetbk meg egymastdl, de a szakasz tavolabbi pontjai
mar igen. Nevezzunk két pontot hasonlonak, ha a szakaszon lév6 tavolsaguk kisebb,
mint d. A pontokat nevezzik el az els6 tiz természetes szammal, és tételezzuk fol,
hogy a szem azon pontokat tudja megkulonbdztetni, amelyek harom egységnél
tavolabb vannak. A harom egységen bellli pontokat igy hasonlénak fogjuk tekinteni.
Ennek a relacionak a tablazatat mutatja a kovetkez6 abra. Az abran jdl latszanak az
egymasba atfolyd tolerancia osztalyok. Két pont 0&sszemosodik — nem

megkuldnbdztethetd — ha egy tolerancia osztalyba esik.

Felbontoképesség | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1
2
3 1 1 1
4 1 1 1 1
5 1 1 1 1 1
6 1 1 1 1 1
7 1 1 1 1 1
8 1 1 1 1
9 1 1 1

Talan Wittgenstein volt az elsé aki felfigyelt a tolerancia relaciok strukturajara a nyelvi
jelentés tanulmanyozasa soran. A természetes nyelv képlékeny jelentés haldzatat
sokkal jobb kozelitéssel irhatjuk le tolerancia relaciokkal, mint ekvivalencia
relaciokkal. ,66. Vizsgald meg példaul egyszer azokat a folyamatokat, amelyeket
Jatékok’™nak nevezunk. A tablajatékokra, kartyajatékokra, labdajatékra,
klUzd&sportokra stb. gondolok. Mi a kdz6s mindezekben? - Ne mondd, hogy ,Kell

valami kdézdsnek lennie bennuk, kulénben nem hivnak déket 'jatékok'-nak" - hanem
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nézd meg van-e valami k6zés mindben. - Mert ha megnézed 6ket, nem fogsz ugyan
olyasmit latni, ami mindben koz6s, de latsz majd hasonlésagokat, rokonsagokat,
mégpedig egész halomnyit. Szoval: ne gondolkozz, hanem nézz! - Nézd meg példaul
a tablajatékokat és kiterjedt rokonsagukat. Majd térj at a kartyajatékokra: itt sok
megfelelést talalsz ama els6 osztallyal, de sok k6zds vonas eltlinik, sok mas viszont
el6tinik. Ha pedig attérink a labdajatékokra, akkor egynémely koz6s vonas
megmarad, de sok el is vész. - Minden jaték 'szorakoztatd'? Hasonlitsd Ossze a
sakkot a malommal. Vagy talan mindenitt van nyerés és vesztés, és mindenutt
versengenek a jatékosok? Gondolj a paszianszokra. A labdajatékokban van nyerés
és vesztés; de ha egy gyermek a labdat a falnak dobja majd ismét elkapja, akkor
eltiinik ez a vonas. Nézd meg, hogy milyen szerepet jatszik az Ugyesség és a
szerencse. Es milyen méas az (igyesség a sakkban és a teniszben. S gondolj most a
korjatékokra: itt megvan a szérakozas eleme, viszont mennyi mas jellegzetes vonas
eltint! Es igy mehetiink végig a jatékok sok-sok mas csoportjan, s lathatjuk, amint
hasonlésagok tinnek fel és el. E vizsgalodas eredménye pedig igy hangzik: az
egymast atfedd és keresztezd hasonldésagok bonyolult haléjat latjuk. Hasonlésagokat
nagyban és kicsiben. 67. Ezeket a hasonléosagokat nem tudom jobb szdéval
jellemezni, mint hogy ,csaladi hasonlésag"-ok; mert igy fedik at és keresztezik
egymast azok a kulonb6zé hasonldésagok, amelyek egy csalad tagjai kozott allnak
fenn: termet, arcvonasok, a szem szine, a jaras, a temperamentum stb., stb. - Es azt
allitom: a ‘jatékok' egy csaladot alkotnak. Eppigy alkotnak példaul a szamfajtak is
csaladot. Miért nevezink valamit ,szam"-nak? Nos, példaul mert kdzvetlenul rokon
valamivel, amit eddig szamnak neveztunk; és ezaltal, mondhatjuk, kozvetve
rokonsagba keriil valami massal, amit szintén igy neveziink. Es szamfogalmunkat
ugy terjesztjlk ki, ahogyan egy fonal fonasakor az egyik szalat a masikhoz sodorjuk.
A fonal er6ssége pedig nem azon mulik, hogy valamely szal egész hosszaban veé-
gigfut-e a fonalon, hanem azon, hogy elég sok szal fonodik-e 6ssze egymassal. De
ha valaki azt akarna mondani: ,Tehat mindeme képzédményekben van valami k6zos

- tudniillik mindeme k6zds vonasoknak a diszjunkcidja", akkor én azt valaszolnam: ez
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csak jaték egy széval. Eppigy lehetne mondani: van valami, ami az egész fonalon

végigfut - tudniillik e szalak hézagmentes 6sszefonddasa.”'®

Egyformasag és folcserélhetéség. A jozanész nem sorolja a szilard testek
tulajdonsagaihoz térbeli helylket, és egyes tulajdonsagaik megvaltozasat sem, ha
azok nem fontos valtozasok. Egy asztal ugyanaz marad, ha mashova teszem, ha
haraggal nézek rea, vagy mas leltari jegyet ragasztok ra. Ezeket Kkulsé
tulajdonsagoknak nevezik, mig az asztal bels6é tulajdonsagahoz tartozik, hogy a
politur egy kicsit megkopott vagy sem. Amennyiben kopottnak tartjuk, ugy tekintjuk,
hogy egy tulajdonsaga megvaltozott, nem pedig ugy fogjuk fél a dolgot, hogy egy Uj
asztal keletkezett. Képzeljuk egy, hogy egy kerékpar alkatrészeit az évek soran
egymas utan kicseréljuk, a kicserélt hibas alkatrészeket pedig egy zsakban
Osszegydujtjuk. A kerékpar idében szomszédos allapotait mindaddig hasonlénak
tartjuk, amig apré alkatrészeket cseréllnk ki rajta. Mindaddig ugy véljuk ez az eredeti
kerékpar, csak felujitottuk. Mit mondunk azonban, ha a kerékpar vazat vagyunk
kénytelenek kicserélni? Ekkor uj kerékparunk lesz és a régi megszinik Iétezni, avagy
a régit hasznaljuk tovabb Uj vazzal? Es mi van a zsakban? Mi torténik, ha a zsakban
lévé kopott, hibas alkatrészekbdl osszeszerelunk egy kerékpart, ekkor melyik a mi
kerékparunk? " Nincs az ehhez hasonlo kérdésekre altalanos valasz, mert nincs a
targyaknak nyelvt6l és a gyakorlati hasznalattdl fuggetlen Iényege. Hogy mely
szempontok alapjan, mely jellemzdk, mely jegyek, tulajdonsagok alkalmazasaval
csoportositjuk a targyakat és jelenségeket gyakorlati céloktél fligg, €s nincs a
szempontoknak egy eleve elrendelt, egyedul helyes osztalyozasi mddja. A
kovetkez6kben példakat mutatok arra, hogy miképp csoportosithatok az egyforma

dolgok kulénféle szempontok alapjan.

1. Példa. Vegyuk az emberek halmazat, és tekintsik egyformanak azokat az
embereket, akiknek azonos az életkoruk és foglalkozasuk. Ezt a relaciot
megadhatjuk oly mdédon, hogy minden egyes emberhez hozzarendeljuk az életkorat

és a foglalkozasat. Egyformak lesznek azok az emberek, akikhez egyazon életkort
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és foglalkozast rendeltlink. Kilén kérdés, hogy hogyan osztalyozzuk a foglalkozassal
nem rendelkez6 embereket? Egy lehetséges megoldas az, hogy ezekhez

"foglalkozassal nem rendelkezik" jegyet, rendeljuk.

2. Példa. Vegyunk egy miszaki példat is. Az a feladatunk, hogy egy tart6-
szerkezetben, amelyben néhany csavar tonkrement, a hibas csavarokat hibatlan
csavarokkal helyettesitsik. Ehhez meg kell hataroznunk a csavarok azon
tulajdonsagait, amelyeknek igaznak kell lennie azon csavarokra, amelyeket a
hibasak helyébe tehetunk. Tehat osztalyoznunk kell a raktarunkban talalhato
csavarokat. Az osztalyozas tobb jegy alapjan fog torténni. Ha ezek utan megadjak,
hogy mely jellemzdk, paraméterek a lényegesek a tartdészerkezet egy adott helyén,
akkor meg tudjuk hatarozni azon csavarok halmazat, amelyek ott alkalmazhatok. Az
egyforma csavarok halmazai egy ekvivalencia relaciot hataroznak meg. A csavarokat
egyformanak tekinthetjuk, minden egyes jellemzéjuk alapjan kulon-kilon, majd ennek
alapjan megadhatjuk a jellemzék barmely egyuttesére nézve az egyforma csavarok

osztalyait.

3. Példa Egy egyszerli matematikai példa. Rendeljuk minden nem negativ egész
szamhoz a kettével valdé osztasi maradékat. Ekkor egy olyan ekvivalencia relaciot
kapunk, ahol barmely két paros, illetve barmely két paratlan szam egyazon
ekvivalencia osztalyba tartozik. Két azam akkor lesz relacidbban, ha azonos az
osztasi maradéka. Vegyuk alapul csak az els6 tiz természetes szamot a nullat is
beleértve. M a dolgok — a természetes szamok — halmaza, L a dolgokhoz rendelt
jegyek — osztasi maradékok — halmaza. M={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} L={0,1} A kovetkezb

tablazat mutatja a szamokat és alatta az osztasi maradékot.

Szam 0(1|2(3|4|5|6|7|8]|9

osztasimaradék |0 |1 |0(1|0|1|0[1]0]|1

Ez alapjan az alabbi relaciét kapjuk.
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Két ekvivalencia osztalyunk van: {0,2,4,6,8} és {1,3,5,7,9} Figyeljuk meg, hogy két
szam ekvivalens — azonos a kettovel valé osztasi maradéka — ha egy ekvivalencia

osztalyba tartoznak.

4. Példa Az ekvivalencia relacié fogalmaval értelmezhetd a jeltipus fogalma is. Az
egyforma jelpéldanyok egymassal folcserélhet6k, ezért a jelpéldanyok halmazan
ertelmezink egy ekvivalencia relaciét a jelpéldanyok tipografigjanak bizonyos

egyforma tulajdonsagai alapjan, és az egy ekvivalencia osztalyba sorolt jelek adjak
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egy jeltipus terjedelmét. Bizonyos egyforma festékfoltok ekvivalencia osztalyai a
szamjelek, és az egyforma szamot megnevez$ szamjelek ekvivalencia osztalyai a
szamok. Hasonlé Osszefuggés all fenn a hangok, szavak és fogalmak kozott. Ezt

mutatja az alabbi tablazat.

Jelpéldanyok Jelek Gondolatok

Festékfoltok, képernyd fénypontok Szavak, szamjelek, azokat ]
. ) . Szamok, fogalmak,
alakzatai, megnyilatkozasok, hangok, tartalmazo kifejezések, o
) ] ] . propoziciok
tapintasi érzetek, kézjelek latvanyai mondatok

A XX. szazad el6tt az abrak, hangok nem, vagy csak korulményesen voltak
tovabbithatok, és ezért kulonds hangsulyt kapott a nyelv irott formaja. A jelpéldanyok
azonban sem az irott, sem a szdbeli nyelven nem kommunikalhatéak, ezért kellet
megalkotnunk a ’szamjegy’, 'szd’ és ‘'mondat’ fogalmat, ahonnan mar csak egy lépés
volt a ’szam’, fogalom’ és ’'gondolat’ fogalma. Pl. az 1, a sin(1/2), Ig(10) jelek
egyazon szamot nevezik meg, igy ezek folcserélhetéek és ezért egy ekvivalencia
osztalyba tartoznak. A szavak és kifejezések az altaluk kifejezett fogalom, mig a
mondatok az altaluk kifejezett gondolat alapjan sorolhatok az egyformasag
ekvivalencia osztalyaiba. Az, hogy a szamokat jelek ekvivalencia osztalyainak
neveinek tekintjuk, vagy idealis létez6knek melyeket megneveznek az ekvivalencia

osztalyok elemei, filozdfiai allaspont kérdése.

Mire hasznalhatd, illetve mire nem feltétlen hasznalhaté az egyformasag, mit
jelent az egyformasag a gyakorlatban? Az egyformasag némelyik esetben a targyak,
objektumok folcserélhetéségét hatarozza meg. Egy elektronikai aramkorben egy
1kQ-os ellenallas kicserélhetd vele azonos értékl, elektromos teljesitményl és
zajtényez6ji masik ellenallassal. Figyelmunk kiterjedhet még a labak vastagsagara
€s a geometriai méretekre, valamint az elrendezésre is, de lehet, hogy az ellenallas
szine, vagy az ara mar nem érdekel bennunket. A geometriai méretek kozul is csak

néhany alapvetéen fontosra terjed ki a figyelmunk. Ha viszont ez az ellenéllas egy
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modern képzdmivészeti alkotasban szerepel, akkor a szine és alakja is Iényeges
lehet. De nem mindig ilyen egyszeri a helyzet. Lehetséges, hogy egy rendszer
valamely tagjaval sikerul egyforma tagot talalnunk, de a rendszer nem viseli el a két
targy kozotti felcserélés soran keletkezett atmeneti allapotot. Mas esetben a rendszer
a beavatkozas soran csak ugy valik ismét mikodoképessé, ha egy x alkatrészeét egy
olyan y alkatrészre cserélik ki, amelyik éppen nem egyforma x alkatrésszel, hanem
attol valamilyen szempontbdl eltér. Erre példa, ha egy szodget kihuzunk a helyerdl,
akkor nem célszerli oda sem ugyanazt a szdget, sem mas vele egyforma szoget
visszakalapalni, hanem csak valamivel nagyobbat. Ha egy nagy megbizhatésagot
igényl6 berendezésbdl vizsgalat céljara kiforrasztunk egy alkatrészt, akkor gyakran
el6irjak, hogy ugyanazt az alkatrészt, (tehat a mar egyszer kiforrasztott alkatrészt)
nem szabad visszalltetni a helyére, hanem csak egy vele egyforma (azonos), de Uj
alkatrészt. Itt lathatdéan nem teljesul az felcserélhetéség reflexiv jellege. Vegyunk
szemugyre jO sok csavart €s csavar anyat. A csavarokat jellemzi az atmérd, a
menetemelkedés, az anyagmindség, a fellletkezelés, a hossz, a csavarokat a fej
formaja, az anyacsavar alakja, és talan még az is, hogy Uj-e a csavar és anya vagy
hasznalt. A hasznalattél fliggben egyes jegyek, jellemzék fontosak lehetnek, masok
meg nem. Kritikus alkalmazaskor még azt is el6irhatjak, hogy minden egyes csavart
egyenként meg kell vizsgalni a fizikai szilardsag szempontjabdl, és ilyenkor ez is egy
fontos jegy, egy fontos jellemzé lesz. Lényeges lehet még a csavar ara is, vagy a
beszallitasi id6, ha a koltségek és a gyartasi idé nem mellékesek. Figyeljink fol arra,
hogy nincs eleve elrendelve, hogy mely csavarok egyformak és melyek nem. A
lényeges jellemzdket (jegyeket) nekunk kell kell6 korultekintéssel meghatarozni,
valamiféle fogalmi elemzés ebben nem lehet segitséglnkre. Ismét a gyakorlati
alkalmazas donti el a lényeges és lényegtelen jellemzd8k, tulajdonsagok
megkulonboztetését. Felcserélheték-e egymassal az egyforma csavarok? Ne
hamarkodjuk el a valaszt. Képzeljunk egy hidat, ahol a feladatunk a rozsdas,
eloregedett csavarok ellen6rzése, és kicserélése. Vajon ekkor folcserélhetbk-e
egymassal az egyforma Oreg csavarok, vagy akar egy rozsdas csavar énmagaval?

Lehetséges, hogy egy beteg szivii embernek a szivével egyforma szivet sikerl
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talalni, olyat, amelyik minden szikséges szempontbdl megfelel§ egy szivatlltetés
céljara, nem valt ki pl. immunvalaszt a szervezetb6l. Ez azonban még nem jelenti,
hogy a beteg megoperalhato, hisz lehet, hogy mas okok — pl. a beteg kora — az
operaciot nem teszi lehetévé. Az is nyilvanvald, hogy egy szivatiltetés soran nem a
régivel teliesen egyforma masik beteg szivet operalnak a testbe, hanem éppen
ellenkezbleg egy egészseges szervet. Lathato, hogy ket objektum felcserélhet6sége
nem mindig ekvivalencia relaciét hataroz meg. Mindezekbdl levonhatjuk azt a
kovetkeztetést, hogy a felcserélhetéség korantsem jelent mindig egyformasagot.
Kllonféle példakat soroltam fol arra, amikor a felcserélhetéség nem reflexiv, amikor
az egyformasagbol nem kovetkezett minden koriltekintés nélkul a felcserélhet6seég.
Van valami k6z0s azonban ezekben a példakban. Egy bizonyos szempontbdl
valamennyi példa egyforma volt. A példak abbdl a szempontbdl voltak egyformak,
hogy nem jelek, hanem fizikai targyak, vagy él6 testek felcserélhetéségére
vonatkoztak. Els6 latasra a jelek vilagaban mindig egybeesik az egyformasag és
felcserélhetéség. Egy szamjel folcserélheté egy masik példanyaval, egy betl egy
masik ugyanolyan betivel. Azonban latni fogjuk, hogy a dolog nem ilyen egyszerd,
az egyformasag és felcserélhetéség kapcsolata a jelek vilagaban sem probléma
mentes.

Egy ekvivalencia relaciét hasznalhatunk arra, hogy jelek, jeldletei kozott
fennallé kapcsolatokat, viszonyokat fejezzink ki, de hasznalhatjuk arra is, hogy
maguk a jelek kozotti viszonyokat adjunk meg. Ezért az az allitas, hogy két jel
ekvivalens, nagyon semmitmond6. Mindig meg kell mondanunk, hogy milyen vo-
natkozasban ekvivalens a két jel, tehat, hogy mit értink a konkrét esetben a két jel
ekvivalenciajan. Erthetjilk ugy, hogy a két jel altal jeldlt objektumok bizonyos
meghatarozott jellemzéi, jegyei, tulajdonsagai kdézosek. Erre adtunk meg néhany
példat a korabbiakban. De nem ez az egyeduli lehetséges értelmezés. Hasznalhatjuk
arra is az ekvivalencia relaciot, hogy megadjuk azon jelek halmazait, amelyek egy
jelrendszerben, nyelvben egymassal folcserélhetéek. Megint mas esetben arra
hasznalhatjuk az ekvivalenciat, hogy jeleket egy adott jelrendszerben, nyelvben

betoltott szerepuk alapjan osztalyozzuk, pl.: grammatikai kategoriakba soroljuk. Az
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‘azonossag’ egy adott nyelvet alapul véve egy specialis ekvivalencia relacio, ami
lehetbséget ad arra, hogy bizonyos meghatarozott esetekben, de korantsem mindig,

az egy ekvivalencia osztalyba tartozo jeleket egymassal folcseréljik.

Azonossag és folcserélhetdség. Képzeljuk el, hogy az iskolaban a
matematikatanar a kdvetkez6 feladatot adta egy tanulénak: Mivel egyenl6 sin(n/2)? A
didk elgondolkodott, és igy szoélt: ,Tanar ur kérem sin(n/2) éppen sin(n/2)-vel
egyenlé.” A matematika tanar mivel jaratos volt a filozéfidban és a logikaban nem lett
mérges, hanem igy szolt. ,Az azonossag hasznos esetei fiam azok, amikor az
azonossag jel két oldalan kiilénbdzé jelek fordulnak eld. igy azt mondd meg fiam,
melyik az a masik szamjel, aminek jeldletével sin(n/2) azonos?” A didk Ujra
elgondolkodott, és igy felelt: ,Ertem, sin(n/2)=(sin(n/2)+n-n)’” A tanar Ujra
elgondolkozott és igy felelt: ,Latom fiam, hogy érted a dolgod, ezért kénytelen
vagyok teljesen egyértelmien fogalmazni. Melyik az a természetes szamot jelol6
atomi szamjel, melynek jelolete azonos sin(n/2) jeloletével?. A diak erre nem tehetett
mast, mint hogy megmondta a helyes valaszt: ,sin(n/2) egyenl6 1-el.”

Az iménti példa mutatja, hogy a matematika gyakorlatilag lehetetlenné valna
az azonossagpredikatum (azonossag relacié) alkalmazasa nélkil. A matematika
szamait kapcsolatba hozzuk a valdsaggal, és ilyen mdédon hasznos adatokat tudunk
atadni egymasnak, és némelykor még bizonyos eseményeket is elére ki tudunk
szamolni formulak (képletek) segitségével. Az azonossag predikatumra tehat nem
csak azért van szikség, mert néha egy dolognak két neve is van, hanem hogy

dsszekapcsoljunk dolgokat és jeleket.'®

Az azonossag haszna az, hogy lehetéséget
ad a kifejezések atalakitasara az igazsag megvaltozasa nélkil, de a kifejezés
praktikus hasznalhatésaganak jelentés megvaltozasaval.

Az ,a azonos b-vel” séma akkor és csak akkor igaz, ha az ’a’ és b’
individuumnevek ugyanazt az individuumot nevezik meg. Vilagitsa meg ezt a tételt
két példa. gr. Széchenyi Istvan Napldjat olvasva megallapithatjuk, hogy Széchenyi
br. EGtvos Jozsefet gyakran "E6tvOos Pepi” néven emliti. Nem szukséges kifejteni a

"Pepi" és a "Jozsef" kozotti stilaris, hangulati kulonbséget. Ezt ugy fejezi ki a logikai
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szaknyelv, hogy az "E6tvos Jozsef" és az "E6tvos Pepi" nevek jelentése kilonb6zd —
intenzionalisan nem azonos —, bar az altaluk megnevezett dolgok — az extenzidjuk,
vagy mas szoéval faktualis értékik — azonosak. Mi azonban most nem térédunk az
intenzidkkal, figyelmink az extenzidkra iranyul. Ezért a hangulati, jelentésbeli
kldnbség ellenére csak a jeldletekre figyelve a két nevet azonosnak tekintjik. Tehat:
br. E6tvOos Jozsef = Edtvos Pepi. Ehhez hasonld a kdvetkez6 példa. Radnéti Miklos
bizonyos mdiveit alnéven irta. Ez alapjan allitjuk, hogy Radnéti Miklés = Eaton Darr.
Am, ha ez igaz, akkor igaz kell legyen a kdvetkezd is: Radnéti Miklds munkai és
Eaton Darr munkai azonosak. Ez hamissagnak tinik, hisz Radnéti csak bizonyos
munkait irta alnéven. Amit alnéven irt, azt alnéven irta és nem a valodi nevén.
Hamissagnak tinik, de mégsem az. Amire ugyanis ez az érv utal, az a kdvetkez6
allitds lenne: A "Radndéti Miklés" néven irt munkak azonosak az "Eaton Darr" néven
irt munkakkal. Ez az utdbbi allitas valéban hamis, de nem ekvivalens (felcserélhetd
az igazsag megsértése nélkul) az el6zbvel. Az el6z6nél ugyanis a neveket
hasznaljuk — a nevek jelolt értelemben szerepelnek, és egy egykor élt valésagos
személyre utalnak, aki bizonyos verseket irt — mig az utdébbi esetben a neveket
emlitjiik, amit kiemel az idézdjelek hasznalata.

Visszatérve az el6zd elképzelt példahoz, egy rossz tanulo is tudja, hogy 1=1,
viszont nyilvanvaléan nem igaz, hogy egy rossz tanulo is tudja, hogy 1= sin(n/2). Az
olyan szavak, mint ,tudja”, ,hiszi”, ,gondolja” megvaltoztatjak az utanuk kovetkezd
szavak, kifejezések hasznalati mddjat. Nem hasznaljak a szavakat (jeleket), hanem
emlitik, és ilyen esetben nem érvényes az azonosak felcserélhetéségének
torvénye.'® A felcserélhetdség tehat a targyak vilagahoz hasonléan a jelek vildgaban
sem ftrivialis kérdés. Mas szempontbdl sem az. A matematika egész torténete azt
bizonyitja, hogy a jelek vilagaban milyen faradtsagos munkaval lehet az azonossagot
felismerni, nem is szélva a régdéta megoldatlan matematikai kérdésekrdl. Az
azonossaggal kapcsolatos filozéfiai kérdések kozil az egyik legérdekesebb, hogy az
azonossag olyan alkalmazasai mondanak gyakran legtobbet a targyi vilagrol,
amelyek tisztan a jelek, pl. a matematika vilagan belul maradnak. A felszines

gondolkodas azt hihetné, hogy ha az azonossagot valamely a targyaktdl tavoli
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tartomanyban hasznaljuk, pl. a matrixok vilagaban, akkor annak mar nagyon kevés
koze lehet a "valosaghoz". Ennek épp az ellenkezdje az igaz. Mikdzben a fizikus
matematikai formaba Onti a fizikai vilagrol vald tedriait, és ez alapjan joslasokat
végez, akkor nem tesz mast, mint, hogy alkalmazza az azonossagpredikatumot
tisztan a matematikai formulak vildgaban, azaz szamitasokat, levezetéseket,
atalakitasokat végez. Az azonossag kapcsolata kulonoés moédon épp oft a
legtermékenyebb a targyi vilaggal, ahol a fellletes szemlél§ a legnagyobb tavolsagot
latja. Ha a matematikat csak és kizardlag onkényes jatékszabalyok gyljteményének
tekintjuk, akkor megfoghatatlan marad, hogy miképp lehetséges ez?

Az ’azonossag’ definialhatatlan alapfogalomnak tinik, ezért irja Quine: ,Az
azonossag olyan egyszerl és alapvetd fogalom, hogy nehéz masképpen
megmagyarazni, mint puszta szinonimakkal. Az, hogy x és y azonosak, ugyanazt
jelenti, mint az, hogy x és y ugyanaz a dolog. Minden dolog azonos dnmagaval és
semmi massal nem. De egyszerlisége ellenére az azonossag zavarokat okoz. PI. azt
kérdezhetjik: Mire hasznaljuk az azonossag fogalmat, ha egy objektum 6nmagaval
valé azonositasa trividlis, massal valé azonositdsa pedig hamis? Ezt a kilénds
zavart arra valo hivatkozassal tisztazhatjuk, hogy valdjaban nem kétfajta esetet kell
tekinteni, egy trividlisat és egy hamisat, hanem harmat: Cicero = Cicero, Cicero =
Catilina, Cicero = Tullius. Az els6 ezek kozul trividlis, a masodik pedig hamis, de a
harmadik sem nem trividlis, sem nem hamis. A harmadik informativ, mert két
kulonb6z6 terminust kapcsol Ossze; és ugyanakkor igaz, mert a két terminus
ugyanannak az objektumnak a neve. Egy azonossag allitdsanak igazsagahoz csak
az szlkseéges, hogy az '=' ugyanazon dolog két neve kozott szerepeljen; maguk a
nevek lehetnek kilonbdzbek, és a hasznos esetekben kilonbdzéek is. Hiszen nem a
nevekrél allitjuk, hogy azonosak, hanem a megnevezett dolgokrdl. Cicero identikus
Tulliusszal (ugyanaz az ember), bar a 'Cicero’' név kuldénbézik a Tullius' névtél. Ha
valamit mondunk az adott objektumokrol, akkor a megfelel6 szét vagy predikatumot
az objektumok neveire alkalmazzuk; de értelmetlen lenne azt gondolni, hogy amit az
objektumokrél mondunk, az magukra a nevekre is igaz. A Nilus pl. hosszabb, mint a

Tuscaloosahatchie, de a nevek forditott viszonylatban vannak. Mivel az azonossag
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hasznos allitasai azok, amelyekben a megnevezett objektumok ugyanazok, a nevek
pedig kulonb6zdk, csak a nyelv sajatossaga miatt van szukség az azonossag
fogalmara. ... hogy az azonossag szikségessége egy nyelvi sajatsagbol szarmazik,
nem azt jelenti, hogy az azonossag nyelvi kifejezések relaciéja. Ezzel ellentétben,
mint imént hangsulyoztuk, azonos csak egy objektum és csak dnmagaval lehet, nem
pedig az egyik név a masikkal; az azonossagi kijelentésben ugyan a nevek szere-
pelnek, de a Kkijelentés a megnevezett objektumokat azonositja. Tovabba egy
azonossagi kijelentésben szereplé nevek nyelvi vizsgalata altalaban nem elegendé
az azonossag eérvényességenek vagy érvénytelenségének eldontésére. Ezek az
azonossagok: Everest = Gaurizankar (v0. 33. § ), Alkonycsillag = hajnalcsillag, Az
USA 25. elnbke = az USA els6 olyan elnOke, akit 42 éves koraban iktattak be. A
Tuxtla kdzéphémérséklete = 93°F. a megalapozas tekintetében mind nyelven kivli

tények vizsgalatatol figgnek.”?°

Az ’azonossag’ relacio — hasonléan a természetes szamokhoz — annyira
alapveté6 fogalomnak tlnik, hogy sokan ugy vélik ezek meghatarozhatatlan
alapfogalmak. Valéban, a hasznalatukat gyakorlassal sajatitjuk el és nem valamiféle
definicioval, és az is igaz, hogy nehéz lenne barmiféle definiciot megérteni, ha még
az olyan alapvet6 szavak jelentését sem értenénk, mint az azonossag. A logikanak
egy magasabb fejezetében — a masodrend( logikaban, ahol mar nem csak egyedi
dolgok, hanem azok tulajdonsagai, viszonyai is beletartoznak a ,minden” hatokorébe

— azonban definialhatd az azonossag:

(A3) x = y pontosan akkor, ha barmely F tulajdonsagra igaz, hogy (ha x F

tulajdonsagu, akkor y is F tulajdonsagu)

A definicio el6zetes varakozasunkkal ellentétben nem ugy fest, hogy x = y pontosan
akkor, ha barmely F tulajdonsagra igaz, hogy (x F tulajdonsagu, akkor és csak akkor
ha y is F tulajdonsagu). Ennek az a magyarazata, hogy A3-bdl logikailag kévetkezik

ez utobbi megfogalmazas, igy az 'akkor és csak akkor' kitétel a definiensben
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folosleges. A definicié alapgondolata az, hogy ha két dolog minden tulajdonsaga
megegyezik, akkor az a két dolog valdjaban egy dolog.?’ A definiciéban a 'minden
tulajdonsag’ hatokorébe nem tartozhat bele a valamivel valé azonossag
tulajdonsaga, mivel épp ez a definicid rogziti az azonossag jelentését. Viszont a
definicioban a dolgok tulajdonsagaihoz a kulsd, relaciés tulajdonsagaik, pl. a térbeli
koordinataik is hozzatartoznak. Ennek hianyaban konnyen talalhatnank cafold
ellenpéldat, pl. két olyan az rben elhelyezkedd vasgombot, melyek tomege, formaja,
felllete és slrlsége is tokéletesen egyforma, és csak azért tudjuk, hogy két
vasgdmbiink van, mert a helyiik kiilonbdzé.??

Az ’azonos’ kétargumentumu predikatum terjedelmét reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv relaciok alkotjak. Beletartozik az Osszes ’hasonldésag’ és ’egyformasag’
relacio kozos részét képezé reflexiv relacio, amit annak geometriai alakja alapjan
‘diagonalis relacid’-nak is neveznek. (Ha nem azonos sorrendben lennének
folsorolva az elemek a relaciét megado tablazat soraiban és oszlopaiban, nem lenne
ertelme az elnevezésnek.) Az egyformasag és a hasonlosag a jeleken kivdli vilag
leirasakor él6lények vagy élettelen targyak kdzotti viszony. Ugyanezen tartomanyon
az azonossag relaciéo hasznalata az egyformasag elfajulasa, annak szélsé esete, a
diagonalis relacio. Ezért az azonossag sem a '=’ jel két oldalan allo jelek, hanem a
jelek altal jelolt dolgok kozotti viszony. Ezek adott esetben lehetnek fizikailag
érzékelhetd targyak, de lehetnek szamok, vagy halmazok is.>> Az '=’ jel mast és mast
jelent a geometriaban vagy a programozasi nyelvekben, bar a jelentések hasonloak.
Két haromszog oldalainak egyenlé hosszusaga semmiképp sem azt jelenti, hogy a
két oldal azonos volna, csupan azt, hogy a hosszusaguk azonos. Hasonloképpen,
két fizikai targy egyenlé sulya vagy tdmege sem azonossagot, hanem csupan a
jellemzéjikhdz rendelt szamok azonossagat jelenti. Eppen ebben van a mérések
haszna. A programozasi nyelvekben a ’=’ jel gyakran nem relaciot, hanem értékadast
jelent.

Az azonossag egy nem ftrividlis ekvivalencia relaciét hataroz meg adott
nyelven belll a jelek, szamok, formulak vilagaban, és amennyiben a jelek a kulsé

fizikailag érzékelhet6 vilagra vonatkoznak, szintén nem ftrividlis relaciot a fizikai
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targyak vilagaban. Hogy ez a relaci6 mennyire nem trividlis, azt a tudomany és
technikatorténet bizonyitja. Az azonossag altal meghatarozott folcserélhetéség epp
ugy keérdéseket vethet fel a jelek vildgan belal, mint az egyformasag és
folcserélhet6ség viszonya a fizikai targyak vilagaban. Ezt mutatja be a kdvetkez6
példa.

Vegyunk egy romai szamot, egy tizes szamrendszerbeli szamot, és egy kettes
szamrendszerbeli szamot tartalmazo egyelemd halmazt: {lll} {3} {11}. Azonos-e ez
a harom halmaz egymassal? Az els6 halmaz részhalmaza-e a romai szamok, mig a
masodik az arab szamok halmazanak? A romai szamok halmaza és az arab szamok
halmaza szamjegyeket tartalmaz, és nem szamokat. E kettének nincs kdzos része,
bar mindkettd szamokat tartalmaz a sz6 elnagyolt értelmében. A kérdés tehat az,
hogy a {lll} {3} halmazoknak mik az elemeik, szamok, vagy szamjelek? A {llI}
halmaz csak akkor eleme a romai szamok halmazanak, ha szamjel az eleme és
nem szam, €s ehhez hasonléan a {3} csak akkor eleme az arab szamok
halmazanak, ha szamjel az eleme, és nem szam. Ha szamjelek az elemeik, akkor
nyilvan nem azonosak egymassal, ha viszont szamok az elemeik, akkor mindharom
halmaz azonos. A halmazelmélet tanitdsa szerint két halmaz azonos, ha egyazon
elemeik vannak, azaz barmely x ami eleme {lll}-nak az {3}-nak is eleme, és
megforditva. Figyeljink fol arra, hogy a halmazok elemei nincsenek idézéjelben, igy
az elemek, az altaluk megnevezett dolgokat képviselik. Ebbdl kiindulva jutunk el a
valaszhoz. A {3} halmaz nem részhalmaza az arab szamok halmazanak, viszont a
{’3’} halmaz mar igen. Ez alapjan a kérdésben szerepl6 harom halmaz azonos.
Hasonlé kérdéseket vet fel az idézéjelek, a rendezett parok és sorozatok jellése,
valamint az ilyen jeldléseket alkalmazé kifejezések azonossaga. Ezek vizsgalata

azonban mar tulmutat mostani céljainkon.

Végezetul visszatérek a targyak Onazonossaganak a kérdéséhez. Az
objektumok, targyak egymast kovet6 idében kozeli allapotai hasonlitanak egymasra.
Némelyik esetben minél kdzelibb az allapot, annal nagyobb a hasonlésag, bar ez

nem all bizonyos ismétl6dé valtozasok esetén. Az egymast kdvetd, feltételezésiink
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szerint egymasbdl szarmazo hasonld allapotok sorozatan értelmezink egy
‘leszarmazottja’ relaciot az allapotok nevére nézve. Ez az eredeti jelentés egy
kiterjesztett hasznalati mddja, amelyik élettelen targyak korén is értelmezett. Ennek a
névhasznalatot kiterjeszté ’leszarmazottja’ relacionak az alapjan, a tolerancia
relacionak vesszuk a tranzitiv lezartjat, és ezzel kapunk egy névhasznalaton alapuld
ekvivalencia relaciot. Ennek a relacionak az ekvivalencia osztalyai az objektumok.

Sok esetben ezek az ekvivalencia relaciok jellemz6k csoportjaival is
meghatarozhaték. Ezek a jellemzék — melyeket az objektumok Iényeges
tulajdonsagainak tartunk — egyarant fliggnek a valésagtél és a hasznalt nyelvtdl.
Puszta elGitélet, hogy a lényeges tulajdonsagoknak tekinthet6 jegyek csoportjai
barmely objektum esetén nyelvtdl és gyakorlattdl fluggetlenll meghatarozhatok.

Ezzel kapcsolatos az egyik gyakori vitatéma, hogy egy targy (objektum)
azonos-e tulajdonsagai rendszerével? Rendszerével és nem O0sszességével, hiszen
mig az el6bbi egy egyedi dolog, az utdébbi nem az, hanem csak a terjedelmébe
tartoznak egyedi dolgok. Egy objektum azonosithato6 jol megvalasztott tulajdonsagok
csoportjaval, de a tulajdonsagok semmilyen csoportjia nem azonos magaval a
dologgal. Az ilyen azonositasra szolgalo kifejezéseket ,meghatarozott leiras”-nak
nevezik. Ezek a leirasok nem feltétlen tartalmazzak a targy dsszes tulajdonsagat,
csak azt amit mi lényegesnek tartunk és szukséges az azonositashoz. De a
targyakat nem csak azonositani lehet, hanem a modelljiket is elkészithetjik. Ezek a
modellek jellemzék Osszefiiggéseit és allapotait fogjak tartalmazni, és ugy tekintjuk,
hogy a modell képviseli egy elméletben az objektumot. A szdénak tehat ebben az
értelmében mondhatjuk, hogy egy elméleten bellil a modell, mint tulajdonsagok
rendszere, azonos az objektummal, targgyal. Ehhez kapcsoldédik a matematikai
strukturak hasonldésaganak elemzése, de erre — tekintettel a kérdés bonyolultsagara

— nem térek ki. Megtalalhaté ez a jegyzetben szerepl6 irodalomban.

Andras Ferenc
1982 — 2006

ferenc@andrasek.hu
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1) A tulajdonnevek merev jeldlok.

2) A merev jelolok egyazon dolgot jelolnek minden lehetséges vilagban.

3) Ha’a’ és ’b’ egyazon dolgot jeldl minden lehetséges vilagban, akkor sziikségszer(i hogy a=b.

4) Ha ’a’ és ’b’ tulajdonnevek, akkor ha a=b akkor sziikségszerii, hogy a=b (1)(2)(3)

> A relaciokat meghatarozo tények gyakran okoznak fejtorést a filozéfiaban. A gondokat az okozza mind a
mozgas, mind az id6 fogalmaival kapcsolatban, hogy az igazsag dimenzidjaban minden igaz mondat id6tleniil
igaz. Ezért egy olyan mondat, hogy ’a piszkavas vordsen izzik’, hallgatdlagosan tartalmaz egy idéadatot. A
piszkavas mindig adott id6tartomanyban izzik, és olyankor a szine vords, maskor pedig nem izzik, és olyankor a
szine fekete. Ama tény tehat, hogy a piszkavas egyik tulajdonsaga, nevezetesen a szine megvaltozik, ssmmiféle
ellentmondast nem okoz, mert kiilonb6z6 iddpontokban mas szinii a piszkavas. Ha ovatlanul atsiklunk eme tény
relacids jellege f616tt, akkor olyan kérdésekbe bonyolddunk, hogy miképpen lehet a piszkavas voros is meg
fekete is, mikozben semmi sem lehet egyszerre voros €s fekete. Ekkor tévesen ugy tlinhet, hogy a piszkavas egy
tulajdonsaganak megvaltozasa ellentmondas. Nem az, csak {0l kell ismerni a valtozas iddbeli, id6hoz kotott
mivoltat. A piszkavas minden pillanatban azonos 6nmagaval, és soha nincsenek egymast logikailag kizard
tulajdonsagai. A piszkavasra igaz, hogy voros tl-kor, és fekete t2-kor. A piszkavasat a’-val jeldlve ezt a tényt
kétféle modon is kifejezhetjiik:

a. voros(a, t1) és fekete(a, t2) vagy fiiggvények alkalmazasaval

b. voros=szine(a, t1) és fekete=szine(a, t2)

Figyeljiik meg, hogy az idéadat nélkiil ellentmondas keletkezik feltéve, hogy semminek sem lehet egyszerre
kétféle szine. Ez a latszolagos ellentmondas sugallja azt, hogy a fizikai targyak valtozasa ellentmond az
azonossag logikai tortvényének.

% Willard Van Orman Quine: A logika modszerei. Ford. Urban Janos, Budapest, 1968, Akadémiai, 250-251. p.
Quine allaspontjat *perdurance theory’-nak, mig a rivalis allaspontot — miszerint a targyak teljes egészében
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léteznek minden idépontban és numerikusan azonosak dnmagukkal az egymast kdvetd idépontokban —
’endurance theory’-nak nevezi a kortars analitikus filozéfiai irodalom.

7 Kripke nyoman, a klasszikus logika nyelvének hatarai kozott azt hogy valamely F egyargumentumii
predikatum lényegi tulajdonsaga egy bizonyos 'a' nevii dolognak olyan modon fejezhetjiik ki, hogy minden x-re,
ha van olyan t idopont amikor nem Fxt, akkor x nem azonos az 'a' nevii dologgal.

¥ Részletesen targyalja ezt a kérdést Stephen Read, Bevezetés a logika filozofiajaba c. konyve egyik fejezetében.
Ford. Banki Dezs6, Bp., Kossuth Kiado, 2001. pp. 202-234. (Thinking ab out Logic : An Introduction to the
Philosophy of Logic, Oxford ; New York: Oxford University Press, 1995.)

? Bertrand Russell: Filozdfiai fejlédésem. Ford. Fehér Ferenc, Budapest, 1968, Gondolat, 220. p.

A gondolat forrasa Lanczos Kornél: Szamok mindeniitt. Budapest, 1972, Gondolat, 17. p.

"'V 6. Ruzsa Imre: Matematika pszicholégia szakos hallgatok szamdra — egységes jegyzet. Budapest, 1975,
Tankonyvkiadd. Maurer Gyula — Virag Imre: 4 reldcioelmélet elemei. Kolozsvar, 1972, Dacia konyvkiado.
Részletesebben kifejtve a Bevezetés a strukturak elméletébe c. konyviikben, Kolozsvar, 1976, Dacia konyvkiado.
illetve Srejder elmitett kdnyve.

12 Részletesen targyalja a relaciok tipusait Szakadat Istvan, Relacio, szintaktika, szemantika, in: TMT, 51. évf.,
2004/12, 531-540.0. Bodo Balazs, Szakadat Istvan, Nyilt szoftverek, nyilt archivum, nyilt hozzaférés 1., in:
Magyar Tavkozlés, 2004/3., 2-5.0.

http://mokk.bme.hu/archive/relacio_tmt2004/pdf/data/at download

illetve egy rovidebb irasa:

http://dsd.sztaki.hu/conferences/ontologia/eloadasok/szakadat/relationship.pdf

" Srejder i.m. 168. p. Utobbi a fordité megjegyzése.

' Srejder i.m. 153. p.

'3 A példak elektronikus forméaban is tanulméanyozhatok. Innen letolthetok:
http://ferenc.andrasek.hu/doc/hasonlosag.xls

' Ludwig Wittgenstein: Filozéfiai vizsgdléddasok. Ford. Neumer Katalin, Budapest, 1992, Atlantisz, 57. p.

'7'V.6: Noonan, Harold, "Identity", The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Fall 2005 Edition), Edward N.
Zalta (ed.), URL = <http://plato.stanford.edu/archives/fall2005/entries/identity/>

'8 A korai Wittgenstein tehat téved amikor ezt irja: 5.533 "Tehat az azonossagjel nem lényegi alkotorésze a
logikai szimbolikanak. Es most mar latjuk, hogy az olyan latszatkijelentések, mint: "a = a", "a =b .b=c.2a =c",
"(x).x=x", "Ix.x = a" stb., a helyes logikai szimbolikaban egyaltalan le sem irhatok." Ludwig Wittgenstein:
Logikai-filozofiai értekezés. Ford. Markus Gyorgy, Budapest, 1963, Akadémia Kiado, 157. p.

' Ennek a problémanak atfogé ismertetése talalhatd a kovetkezé helyeken: Ruzsa Imre ,,Extenzionalis és
intenzionalis problémak a logikaban”, MFISZ, 1972/1. Ruzsa Imre: Klasszikus, modalis és intenzionalis logika.
Budapest, 1984, Akadémiai kiado, 44. p.

2% Quine, i.m. 248-250. p.

21V 6.: Forrest, Peter "The Identity of Indiscernibles", The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Fall 2006
Edition), Edward N. Zalta (ed.), forthcoming URL = <http://plato.stanford.edu/archives/fall2006/entries/identity-
indiscernible/>.

2 Max Black e példajat alaposan elemzi Boda Mihaly "Az azonossag egy jellemzéje: a Leibniz-elv" c.
tanulmanyaban. Pro Philosophia Fiizetek, 2006/3. A példa egy olyan izolalt vilagot képzel el, amely pontosan és
kimeritéen leirhaté harom formulaval: G(a); G(b); R(a,b)

Ebbdl a harom formulabdl nem vezetheto le sem az, hogy a=b, sem az hogy a><b. Megvaltozik a helyzet, ha
kikotjiik, hogy az 'R' relacio irreflexiv. Az irreflexivitast akkor tartjuk evidencianak, ha a formulakat pl. igy
interpretaljuk: G(x)=x tomor adott tdmegii vasgdmb; R(x,y)= x 2km-re van y-t6l

Az R' relacidt jellemzok fiiggvényével kifejezve ezt kapjuk: 2km=tavolsaga(x,y) ahol a 'tavolsaga' funktorrol
feltételezhetjiik, hogy: O=tavolsaga(x,y) akkor és csak akkor ha x=y.

Ebbdl valoban kdvetkezik, hogy mivel 0><2km, és 2km=tavolsaga(x,y) tehat x><y. Csakhogy ez a feltevés nem
logika igazsag, hiszen két hanghullam vagy két illatfelh6 lehet egy helyen.

2 Frege ezzel ellentétes érvelése a Fogalomiras c. munkéjaban a kovetkezé: ,,A tartalomazonossag annyiban
kiilonbozik a feltételességtdl és a tagadastdl, hogy nem tartalmakra, hanem nevekre vonatkozik. Egyéb esetekben
a jelek csupan tartalmuk képvisel6i, Gigy, hogy minden kapcsolat, amelybe valamivel 1épnek, csak tartalmuk
valamilyen vonatkozasat fejezi ki. Ha viszont a tartalomazonossag jelével kotjiik dssze a jeleket, rogton sajat
maguk Iépnek el6térbe; ugyanis ezzel azt a tényt fogjuk jelolni, hogy két névnek ugyanaz a tartalma. gy tehat a
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tartalomazonossag jelének bevezetésével kettésség adodik minden jel jelentésében, amennyiben azok hol
tartalmukat, hol sajat magukat jelentik.” Gottlob Frege: Logika, szemantika, matematika. Ford. Maté Andras
Budapest, 1980, Gondolat, 40. p. Késobb a ,.Jelentés és jelolet” c. irdsaban valtoztat felfogasan: "Az azonossag a
hozza kapcsolodé és nem egykdnnyen megvalaszolhatd kérdések révén elgondolkodasra késztet: Relacio-e az
azonossag, éspedig targyak, vagy pedig a targyak nevei, illetleg jelei kozotti relacio-e? Fogalomiras c.
dolgozatomban az utébbi nézetet fogadtam el. E felfogas mellett latszanak sz6Ini a kovetkezd okok: a=a ésa =
b nyilvanvaldéan kiilonb6z6 ismeretértékkel rendelkezd mondatok: a = a a priori érvényes és Kant nyoman
analitikusnak nevezhetd, mig a = b alaki mondatok gyakorta ismereteink igen értékes kibovitését tartalmazzak,
és nem alapozhatoak meg a priori. Az, hogy nem minden reggel uj Nap kel fel, hanem mindig ugyanaz,
bizonyara egyike volt az asztronomia legtermékenyebb felfedezéseinek. Egy kisebb bolygo vagy iistokds azono-
sitdsa még ma sem mindig magatol értetdds. Ha marmost az azonossagon olyan relaciot akarnank érteni, amely
azon dolgok kozott all fenn, amelyeket az "a" és "b" nevek jelolnek, akkor abban az esetben, amelyben a = b
igaz, a = b és a = a kozo6tt nem lehetne kiilonbség. Ilyen mddon az azonossag csupan egy dolognak 6nmagahoz
vald viszonyat fejezné ki, azt a relaciot, amelyben minden dolog sajat magaval all, de amelyben egy dolog sem
all egy masikkal. Ugy latszik, hogy a=b azt fejezi ki, hogy ,a” és a ,,b” név vagy jel ugyanazt jeloli, tehat
ezekrdl a jelekrdl szol; egy kozottiik fennallo relaciot allit. De ez a nevek vagy jelek kozotti relacio csak akkor
allhat fenn, ha azok megneveznek, jelolnek valamit. Ez a relacio tehat kozvetett lenne, a két jelnek megjeldlthoz
vald kapcsolodasa révén. Ez azonban onkényes. ...” im. 156. p. A Tractatus-beli Wittgensteinnek az
azonossaggal kapcsolatban egyéni allaspontja van, de ebben a kérdésben egyetért Fregével eredeti nézetével:
"5.5301. Nyilvanvalo, hogy az azonossag nem targyak kozotti viszony. Ez igen vilagossa valik, ha szemiigyre
vessziik példaul a ,,(x):fx.o>.x=a” kijelentést. E kijelentés egyszerlien azt mondja, hogy kizarélag "a" elégiti ki az
"f" fliggvényt, és nem azt, hogy csak azok a dolgok elégitik ki az "f" fliggvényt, amelyek "a"-val meghatarozott
viszonyban allnak. Valaki persze most azt mondhatna, hogy kizarolag "a" all ebben a viszonyban "a"-val, de
ennek kifejezéséhez mar magara az azonossagjelre lenne sziikségiink." Wittgenstein, i.m. 156. p.
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